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SSorreÖe 

jur }mtxUn 5luflage. 

lieber 3tt)edf imb ^lan be8 8ef;rbu(i^8 5er elementar ^gjlat^ematif, 
ton mläjtm bie Planimetrie l^ier in jmeiter STuflage vorliegt, finbet 
man in ber 83orrebe jur erften §fbt^eilunfl be8 erflen 83anbe8 ba8 
fJlä^ere au8 einanber flefefet. J)iefer ^lan ft^eint im Oanjen nit^t 
ol^ne 83eijiimmunfl geblieben ju fein 5 ba8 83u(^ ifl in mehreren 
©tauten eingefüört; unb f(^on bie Jftüdffxt^t [;ierauf lie^ e8 nöt^ig 
crft^einen, biefe nene Sfuflage fo ber erften anjufti^Iießen, ba^ beibe 
ü^ne (Störung neben einanber gebraust werben fönnen. ?(ber 
ani) baüon abgefetjen, f;abe iä) naij eigenem mehrjährigen (Sebrauti^e 
biefea 83ut^8 feinen Sfnta^ gefunben, tirva^ SBefentIi(i^e8 ju änbttn, 
unb fomit ijl e8 mir leiber aut^ nid|t möglitf) gemefen, alle bie in 
f^äfebaren Stecenfioneu mir jugegangeneu S3emerfungen unb Sfn^^ 
beutungen DoHfiänbig ju berüdffxtj^tigen. Dod^ l^at ber Sert ber 
^Planimetrie in biefer jtreiten 9fuffage eine 83ereid|erung burd^ eine 
Sfnja^I Don 3nfä^en unb Sfnmerfungen erfahren, tvtldjt jxd| beim 
(Sebraudie als jtretfmä^ig I^erau8gepellt Traben. Sfm meiften ijl bieS 
in bem Sfbfc^nitte t)on ber 3n[;altabere(i^nung ber Siguren gef(^el^en, 
ber in ber erften Sfuffage offenbar ju bürftig ausgefallen n^ar unb 
jefet mit bem entfprec^enben Sfbfc^nitte ber (Stereometrie üon ber 
3n§alt8berc^nung ber ^'dxptx bejfer im Ginflange pef;en n^irb. 

.^ anno Der 1862. 






3ur dritten bis fedjsten 5luflage. 

'"33ie freuublicfje Wufnal^me, meldte biefe panimetne finbet unb 
Don melier bie wieberf^otten 9fuffagen Bnignif» geben, ijl mir eine 
sz erfreuli^e Sfnregung gen^efen, btn SSejrt me[;rfa(^ einer forgfältigen 
^ 35urd|fxd|t ju unterjiet^en. 3u größeren ^fnberungen f)at fiij fein 
£ Sfnlap gefunben, dagegen r;o|fe ic^ bur^ t»erfd|iebene f feine 3ufäfee 
j unb atebactionaüerbefferungen , fotrie burc^ forgfältige Gorrectur, 
E ba^ f&nä) feinem 3rt3etfe, ein br^ud^bareS unb nüfelic^eS (Sc^ulbuc^ 
£ JU fein, fortträ^renb näl;er gebraut ju f;aben. 

5 $ anno Der 1866, 1869, 1871, 1873. 
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X §.1. 

@rf(aruttg* 5)cn ©cgcnflanb 5ct ©eomcttic ma^cn 
t)ie Slaumgrö^cn aus. S)icfc jtnb bet ^unft, bie 
Sinie, bic §ta^c unb ber Äcrper. 

3)cr 9lame ©eometric ijl gricti^iftl^cn Urfprimga, unb bebeutet 
ttörtlid^ fo üiel trie ©rbmeffung ober ganbmejfimg. J)iefe SJe^ 
nennung erflärt fi^ au8 ber 6ntpef;ung ber (Seometrie, rrefd^e 
man xmc^ STeg^pten üerlegt unb welche §erobot, ber um ia^ 
Sal^r 450 üor S^rifH ©eburt f(^rieb, in feinem ©efd^iti^tsrrerfe 11^ 
109 erjä^rt wie folgt: „®er ^önig (©efojhiS) ^atte awi) baa 
ganje 8anb unter bie 9fegl;pter üert^eilt unb einem [tbin ein 
flleit^eS üieredfigeS ©tüdf gegeben, unb baoon ^atte er ftd^ fein 
^infommen üerfti^afft, inbem er i^nen einen jä^rlid^en 3in8 auf- 
legte. SBenn nun ber Sfu^ Don bea ©nen Steife etmaa fort^ 
flerijfen, fo mußte ber jum Könige fommen unb baoon STnjeige 
machen, unb biefer fanbte bann feine Seute l^in, n^elti^e nadifel^en 
unb auamejfen mußten, um mie üiel Meiner baa (Stüdf 8anb ge^ 
iDorben war, bamit er üon bem Uebrigen bejal;fte wad) 9Jlaße bea 
aufgelegten 3infea. Sfuf bie §frt ijl, glaube ic^, bie ©eometrie * 
entflanben \\x\b Don ha waä) ©rieti^enlanb gefommen." (9^ad^ ber 

1* 



SSorrebe 

}Viv }mtxUn ^luflage. 

lieber 3totd xxnb ^an beS 8e^rbu(f|8 ber ©lementar^gnat^ematif, 
Don \mlä)tm bxt Planimetrie f;ier in jmeiter Sfuflage vorliegt, finbet 
man in ber SJonebe jur erfien Sfbt^eilung beS erflen S3anbe8 baB 
Sfläljere ans einanber gefefct. S)iefer ^lan fc^eint im Oanjen niäjt 
ü^ne S3eifHmmnng geblieben jn fein 5 baB S5u(^ ifl in mehreren 
(Spulen eingefübrt; unb fc^on bie JRütffn^t fjierauf lief eö nöt^ig 
erfc^einen, biefe nene Sfuffage fo ber erflen anjufd|liejen, baj^ beibe . 
ü^ne Störung neben einanber gebraucht werben fönnen. 9fber 
aud| baüon abgefe[;en, [;abe iä) xxaij eigenem mehrjährigen ®tixaxxä)t 
biefeö 93uc^S feinen Sfniaß gefunben, ettraS SBefentlic^eö ju änbem, 
unb fomit ifl eS mir leiber au^ nid|t möglich gemefen, alle bie in 
fc^äfebaren Slecenfionen mir jugegangenen SSemerfungen unb ?fn- 
beutungen üoffflänbig ju berütffid|tiflen. S)oc^ ^at ber S^ert ber 
^Planimetrie in biefer jtüeiten Sfuflage eine 83ereicf)erung bur^ eine 
^ifnjal;! t)on 3nfäfeen unb Sfnmerfungen erfahren, wel^e ji^ beim 
(Sebrauc^e als jtretfmä^ig l^erauSgepellt I;aben. Sfm meiflen ifl bieS 
in bem Sfbfcf)nitte üon ber 3n[)alt9bered|nung ber Siguren Qt\i)ä)tn, 
ber in ber erfien Sfuffage offenbar ju bürftig ausgefallen mar unb 
jefet mit bem entfpred^enben 5fbfc^nitte ber (Stereometrie oon ber 
Sn^altSbere^nung ber Körper bejfer im ©inflange ftefjen wirb. 

^^annoDcr 1862. 
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3ur dritten bis fedjsten ^luflage. 

'"3}ie freunblicf^e Sfufnal^me, toelc^e biefe panimetrie finbet unb 
Don welcher bie roieberbolten Sluflagen Scuguiß' geben, ijl mir eine 
sz erfreuli^e 9fnregung getrefen, ben Sert me^rfa^ einer forgfältigen 
^ ®urcf)ficf)t JU unterjieben. 3u größeren ^nberungen ^at fi^ fein 
j£ SfnlaJ gefunben, bagegen I;ojfe xi) bxxxij Derfc^iebene Heine 3ufäfee 
;3 unb 9tebactionSDerbejferungen , fotoie burc^ forgfältige Gorrectur, 
5 baS S5u^ feinem Stotdt, ein brauchbares unb nüfelit^eS ©t^ulbut^ 
S jU fein, forttoä^renb nä^er gebracht jU t;aben. 



3c 



5 §annoDer 1866, 1869, 1871, 1873. 



< 



3 n 5 a n. 



©cite 

Einleitung 3 

@tftet ^hiä)nitt* ßonjlructioncn au^ jwei gcrabcn ßinicn ... 7 

S)et SBinfel 11 

®et ^xtx^ 15 

3tt>eitet Slbfd^^nitt. 23on bcn (ßorallclcn 18 

dritter ^hiä)nitU 25om S)tcicdf 27 

(5rj!e S)rcierf^sgonfltuction ............ 32 

3tt)cite Dreierfö^Sonflruction . . . '. 33 

SDiitte 2>rciccfö*eonfltuctiott ; . . . 35 

IBicrtc S)rciecf^*6:onf}ruction 45 

günfte S)reiecfö::(5onj!ruction 48 

5luföabcn über baö S>rcicrf 55 

©iettet Slbfd^^nitt^ »om SSicrcdf 60 

®aö Parallelogramm 61 

SDaö STrapej 67 

' Sn^altdgleid^^eit bcr Siö«^^" 69 

fünfter ^bfd^^nitt« IBon ben $aIpgonen 84 

^tä)^Ut ^hiä)nitt* 25om Greife 91 

Tangenten unb ©ecanten 91 

Jöage gmeier Greife 98 

2öinfel im Greife 102 

ßingefd^riebene unb umfd^riebene giguren 110 

©eometrifd^e Drter .122 

Siebenter tCbfd^^mtt^ IBer^ältnijTe unb q?roportionen unter ßinicn 123 

S)a^ ©tra^Ienf^jlem mit parallelen 2:ranöüerfalen 126 

S^nli^feit ber giguren . 138 

®aö @tra^lcnf9|lem mit nid^t paratlelcn $ran^t)crfalen . . . 148 

J)er Ärei^ in einem ©tra^Ienf^jlem 158 

2>er »erjüngte 3Waf|laB 171 

9lä)Ut ^hiä)nitt. Sn^altöBcred^nung ber giguren 173 

iBerflältnifCe unter giäd^en 174 

3n^aItöBered^nung ber gerablinigen giguren 179 

[Rectiftcation be^ ^eife^ : 190 

Duabratur M i^reifeö 197 



Jdlattimetrie. 



> 

SDittflrin'd etrm.-Snat^cmatir. 1. 936. 2. $(6t^[g. 



Planimetrie 
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( §.1. 

Srflfirutig. 5)cn ©egenflanb btt ©comcttic ma^tn 
t)ie giaumgtöfcn aus. SDicfc ttnb bn ^unft, Mc 
ßinie, bic Stä^c unb bct Körper. 

®er 9tamc ©eometrie ifl grict^if^cn Urfprimgö, iinb bebeutet 
tüörtlid^ fo üiel tüic Grbmeffiing ober ßanbmcffung. S)iefe SSe- 
nennung erflärt fic^ au8 ber ©ntfletjung ber ©eometrie, roeld^e 
man rmt^ ?feg^pten üerlegt unb wtlä^t §er ob ot, ber um ba9 
3al^r 450 t?or 6§ri{H ©eburt fcf^rieb, in feinem @efd|id|tStt)erfe H 
109 erjä^rt wie folgt: „'Der Äönig (Sefofhia) l^atte anä) baQ 
ganje 8anb unter bie 9{eg^})ter Derttjeilt unb einem jeben ein 
gleii^eö DieretfigeS (Stüdf gegeben, unb baüon ^atte er jic^ fein 
©infommen oerfc^afft, inbem er i[;nen einen jä^rlicfien 3in8 auf- 
legte. SBenn nun ber gluj c»on bea ©nen S^^eife tttüaQ fort^ 
flerijfen, fo mujte ber jum Könige fommen unb baüon Sfnjeige 
maii^en, unb biefer fanbte bann feine 8eute l^in, n^elcf^e nac^fel^en 
unb auömeffen mußten, um wie Diel Heiner baQ ©tüdf Sanb ge^ 
tüorben war, bamit er t?on bem Uebrigen bejat;Ite na^ SJlaße be8 
aufgelegten 3infe8. Sfuf bie Sfrt ifl, glaube id^, bie ©eometrie 
entflanben unb tjon ba naä) ©riedienlanb gefommen." (9tat^ ber 



4 yiantmrtrtf. 

Ueberfefeung üon S. ßange.) — Sfnbere erjä^Ien etmaS abtüeid^enJT;. 
ba^ bic ©eometrie burt^ baö SJcbürfni^ entfianben fei, meim bic 
Uebcrfdiwemmung beS StU bic ©renjcn ber ßänbercicn unfcnntlid^ 
gemad^t ^attc, einem 3eben feineu richtigen %\)vX »ieber jumeffen 
ju tonnen. (®. b. 9tote ju ber angeführten ©teile bei 93ä^r 
Herodoti Halle. Musae, Ed. altera, YoL I.) 

^ie ©rieben fmb, fo meit unfere Äunbe rei^t, ba6 älteffe SSoIf, 
weld^eS bie ©eometrie als SBiffenfcf^aft be^anbelt ^at. 3)aa be^ 
rü^mtefle üon i^neu un8 [;interlaffene geometrifc^e SBerf jlnb bie 
fogenannten ffilempiie^ Bis ®t}ftib^efj jic. tburben um hcif^ 
Satjr 300 üor S^rijH ®eburt ju ?(Teranbria gef^tieben, unb merbeu 
noc^ bis auf ben heutigen Sag (üomet^mlit^ in Snglanb) al§ 
Se^rbut^ ber ©eometrie gebrauii^t. S)er erjle Ueberfefcer ber Elemente 
gutlib'S war ber gnglönber Sft^efarb üori Sßatf;, im 12. 3af;r^unbert 
nac^ S^rifK ©eburt, ber jie bti__ben 9frabern fennen (ernte unb 
burd^ Uebertragung in'S Sateinifd^e ben SSöIfern beS SfbcnblanbeS 
jugängig mat^te. 



Um fid^ üon ben Slaumgrößen, tüelc^e bie ©eometrie oX^ gegeben 
üorauSfefet, eine beutüd^e SBorjtetliing ju ma^en, fann man einen 
bo^Jpeften SEBeg einfd^fdgen. 

. 2J}an ifonn 1) üon bem Äörj^er auSgel^en. ?ffsbann ijl bic 
glad^e bje .©renje eines JtÖripcrS, bie ßinie bie ©irehje eitler 
Släd^e, unb ber ^unH bie ©teh jc einer ßinic. 

9Jlan \cm\ 2) üon bem ^unjft auSgetjhV. ?frtbann ift bie 
ßinie ber SSJeg, hzw ein in S3etü'egung gefegter ?^üWt bi^fc^reibt^ 
bie glä d|c oer SBcg,, .t>eri ^ eine in SSemegürtg g'efe^te Sirite be:= 
ft^reibt; DorauSgefefet, bdß bicfejßinic nic^t iii jid^ felbp fottgeft^oben 
»irbj unb ber Körper ber SBeg, ben eine in SSetre'gUng gefegte 
glätte i&efdt)reibt, üorauSgefe^t, bä^ biefe fjfac^e nii^t in fid^ felbfl 
fortgefcf^oben wirb. 

Sfuf beiben SBegen jeigt fif^, baj cS au^er ht)\ üier angegebenen 
Jllaumgrößen feine anberen geben fann. ^ferner fd^ließt man barauS : 
^er Äörper ^at brei S)imenfionen ober SfuSbe^nungen, nämfi^ 
ßänge, 93 reite \\\\\i S)icfe5 bie Slftc^e l^at jtrei :£)imenfionen;. 



dmlrttung. 5 

nSmlic^ ßänge unb ffircitcj bie ßinie Ijat eine S)imcnfion, bie 
Sängcj unb eublit^ ber ^utift i,fl pf;ne alle ?fu8be^nnnö. 

§.2. 

^rflaruttp. 5Dic ßinien tpetben cin^ct^eitt in gerabc 
SinieV uiio f.t'umnt c Sinicn. 

(|ine ftummcißinieftl eine fot^e, Don btr f ein SS^eit gerabeijl. 

S)ie gerabeSinieifJ einer prengen Srf lärmig nic^t fä^ig. Guflibea 
in feinen 6(ementen fagt: „©ne gerabe ßinie ijl eine ßinie, wel^e 
jttjifc^en bm in ißr befinblic^en J^nnften anf einerlei Sfrt Hegt" 5 
tW ©:ffätung, welche m6) alSfaemeinem äMa^Pä^^^^iff^ iunffer ift 
ote pci$ ju ,©rffärenbe. ' SJerbanbt mit .i^r ijl bie (grttärnng : 
//.|(?ine gerab,e ßipie iß eineßinje, beren SJ^eile fammtlid^ ^in einerlei 
Siit^tnng liegen^'. 9frc^imebje8 in bem SBuc^e über bie %gel 
fagt: „3<ä^ nel^me an nnb fefee al8 beTannt üorauS, ba^ unter 
aften ßinien, n?eld^e einerlei Snbpunfte ^aben, bie gerabe ßinie bie 
förjejle fei" 5 unb barau8 tjat man bie (grflärung gemacht: „35ie 
gerabe ßinie ifi ber fürjejle 9öeg jtüif^en jiüei fünften". $fffe 
fciefe grtiärungrn aber Italien btn gemeinfc[;a|^Iid)en' Segler, ba^ fie 
nur ein einjelneS SJlertmal ber geraben ßinie angeben, ol^ne bamit 
ben S3egriff ber geraben ßinie ju erft^öpfen. 

3)iefer 9}Iangel ijl inbejfen nur me^r ein 9JlangeI ber gorm, 

fll0 bem SBefen na^. S)er 35egriff ber geraben SJinie ip einfadi 

genug iinb jeb^rmann tlarj axiä) fann er nöt^igenfallö jur t?oilen 

gi^. 1. Älar^eit baburc^ gebraj^t werben, ba^ 

A ■ ^ man |t^ ben 85egriff ber frummen 

gig. 2. ^W .^/l^l^^y« ^ält. 2Jlan üergleid^e 

j. 93. bie gerabe ßinie AB, ?Jig. I, 
A^^—^^^ ^B mit ber frummen ßinie AB, gig. 2. 

STnmerfung. ©inen au8 met;reren geraben ßinien jufammen^ 
gefegten 3ug nennt man jumeifen eine gebrochene ßinie, fo 
tt)ie einen auö geraben \n\b frummen ßinien jufammengefe^ten 3ug 
eine gemifcf^te ßinie. 

§. 3. 

.^rnSr^tt^ttg. .l?Dic Stdc^en werben einget^citt in ebene 
Stäben (igMen) unb ftut}tme ^Wtfi^en. 

®ine frumme Sftd^e ifl eine fjo(,^e^,t?pni{et W^ eben ijl* 



6 ^lanimrtTie. 

^ie ebene Sfäc^e ip eben fo menifl mt bie gerate ßinie einer 
prengen (grflärnng fä^ig. guflibee fagt: „Sine gbene ijl eine 
glädje, mlä)t jtüif^en btn in i^r befinblid^en geraten ßinien auf 
einerlei Sfrt liegt". (Sine anbere grflärung, totl6)t and) f^on bie 
©ried^en anführen, fautet: „Sine gbene ifl eine gfä^e, in mefd)e 
man nati^ allen 3lid^tungen gerabe ßinien legen fann". S3on biefen 
SrHärungen gilt baSfelbe, maö Don btn (grttärungen ber geraben 
ginie im vorigen ^aragrapf; gefagt tüorben iff. 

§.4. 

^vtlavnnq. gonfltuiteni^eift: ©egebene Slaumgtöf en 
ju einer Dorgef^riebenen SBetbinbung jufammcnfletten. 

5)a6 ©rgcbnif einer ©onfltuction fü^rt bzn Planten Wi fl ur, 
im attgemeinflen ©inne be6 SBorteö. 

©0 j. 83. conjlruirt man einen Söinfel, einen ÄreiS, eint 
Äugel 2C., unb ber SBinfel, ber^reia, bie Äuget 2c. ftnb 2figuren, 
im roeitmn ©inne biefeS 33Jorte9. 

3m engeren ©inne gebraust man ba^ SSSort gigur nur Don 
bm gefc^Ioffenen Figuren (f. §. 44). 

§.5. 

@rf (Srung* S5ic ©eometric tvixb einget^eitt in bie ^ t a n i := 
mctrie unb bie ©tereomettie. 

SDie Planimetrie bef^äftigt fic^ nur mit (Sonjlructionen^ 
ml6)z in einer @bene ausgeführt tvtxbtn fönnen. 

SE)ie ©tereometrie bagegen bef^äftigt |i^ mit ©onflructionen, 
met^e ni^t in einer ®6ene ausgeführt werben fönnen. 

J)ie Planimetrie, n?efd|e üon ber Sbene il;ren S^lamen [;at; con=^ 
firuirt bemnad) nur mit fünften unb ßinien. 3!)ie ©tereometrie 
aber confhruirt mit fünften, ßinien, Släc^en unb Körpern, unb 
^at Don btn Körpern als il;rem ^auptgegenjianbe i^ren S^amen 
erhalten. 

§. 6. 

fforbetungSfa^. Siurd^ einen gegebenen ^unft in einer 
gegebenen (Sbene eine gerabe ßinie in biefe ®i6ene ju legen, 
unb biefetbe um einen in i^r angenommenen fefteti ^unft 
beliebig in biefer @6ene ju bre^en. 



SMe bfibm Sotberungen^ meiere in biefem @a|e auSgefprod^en 
fnb, bilben 6ic Orunblage für alle ßonjhuctionen ber Planimetrie. 
3n ben planimetrifc^en 3eic^nungen gebraucht man jur Sfuöftt^rung 
biefer ?forberungcn ba^ Sineal unb ben 3irtel. 



A 



@rfl;et 5C6fc^nitt 

@^onflrucHonrn aus jtiiei geraden ßiniem 



StflStttitg. SBenn jtrei gerabe ßinien einen ^unft mit 
einanber gemein Mafien, fo fagt man, fie burd^f^neiben 
cinanber in biefem fünfte» 

®er gemeinfi^aftti^e ^unft ^eift i^r SDur^fc^nitte:^ 
puttft 

gj 3 3. 83. bic beiben geraben ßinien 

AB unb CD, gig. 3, burti^fc^neiben 
einanber im fünfte M, unb biefer 
^untt M ip i^r ®ur(^f^nittapun!t. 

!Die gegebenen geraben ßinien muffen 
^ier forttüätjrenb als unbegrenzt lang 
gebacf^t werben, fo lange niti^t au8:= 
brütfli^ baS ©egenttjeil bemerft wirb. ^ 

§. 8. 

@rflarung. SBenn jwei getabe ßinien i^ret ganjen ^x::^ 
flrerfung nad^ }ufammenfatten, fo fagt man, ^e btdtn 
einanber. 

SBenn man eine ber beiben geraben ßinien AB unb CD, gig. 3, 




8 yUnin^Irk. 

um btn S:mr(^f(i^ttflt>tti]ft M, atfi feflen Pm% J^n?ei^eQÖ bxtfjtt, 
fo Witt mau Idiäft im gatt fftttioxim^m, xcp tm "^tim^ &rr 
imbtn ffxabm ßittkn «intritt. 

§. 9. 

@rttubfa|. 3ebc jtDci gctabc ßinicn, wetd^c jwci §)unfte 
mit einanber gemein i^afeen, berfen nnatibet. 

23lan fpric^t biefcn ©runbfafe anä) fo auS: 3iüif(i^en jtüei ge:^ 
gebenen fünften fann nur Sine gerabe Sinie gejogen werben. 
3)aS ^eißt aber nichts anbereS alS: 3ebe anbere gerabe ßinie, 
mlijt man burc^ ^biefetfeen jipei .gegebenen ^imfte legen mag, 
mu^ noKjtüenbig mit ber erfien jufammenf äffen. 

tiefer @a^ Fann mäft bti^k^m iottbm, tctil nwä) (eine t)or^ 
ausgegangenen ©äfee ba jinb, auf tüel^e ber ffiemeia jtc^ jlüfeen 
fönnte. 

Sfnmerfung. Sfuö bem üotfle^enben ©afee fann man ein 
praftifc^cö 83erfa^ren ableiten, um bie frtic^tigfeit eine8 JßinealS ju 
.prüfen, wrid^eS jum 3ei(^nen geraber 8inien üertüanbt irerbcn fpff. 
SBenn man nämlit^ Iäng8 ber 5tante bea ßineals auf einer ebenen 
Stäche eine ßinie ^ie^t, unb barauf biefelbe Äante be8 ßineala 
auf ber entgegengefe^ten ®eite ber gejogenen Sinie fc an biefe 
ginie legt, ba^ fie jföei fünfte mit berfelben gemein bat, fo muß 
bie Äante i^rer ganjen ©rfhredPung nad^ mit ber gejogenen Sinie 
jiifammenfaffen. Srijft biefe ^robe ni^t ju, fo ijl baS ßineaC 
jum 3ei(fjuen geraber Linien unbrauchbar, unb muß berichtigt 
metben. 

§. 10. 

@rnanmg. 3tt?ei begtcnjte gerabe ßinien n?erben gteiti^ 
lang genannt, mnn fie fo aufeinanber gelegt werben 
fbnnen, baf xf)xt ©nbpunfte gegenfeitig jufammenfatten. 

3m entgegengefefeten gaffe ift bie eine ber beiben ßinien 
He größere tinb bie anbere bie fteinere. 

®ie ^ier angejeigte llnterfut^ung, .ob jwri gegebene btgrenjte 
gerabe Sinien gleid) lang ftnb ober nici^t, wirb in ben 4?tammrtri::= 
fö^en 3ek^nungen iur^ ben Birfel öfter burii^ Sfnlegung eines 
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aftaffialM ouegefü^rt. Uebcr^aut^t fcmi^t auf i^r affeS Steffen 
geraber ßinien, tcoöon unten weiter We iftebe (ein »irb. 

§. 11. 

ßrflarung. SGBcnn jtpei gerabe Sinien, fo juett fie ^u^ 
i^crtängert metbcn mögen, feinen ^unft mit ei,nftttbe,r gemein 
j&aten^ fo tperben fle parattet genannt. 

3. S3. tpen« man ju einer gegebenen geraben ßinie -4B, gig. 4, 

burd^ einen gegebenen ^unft i\r fi(j^ eine 
jmeite gerobc ßiuie CD fo gelegt benft, 
.bfl^^ beibe ginicu niematöiufammentrefen, 
fo weit man .fie au(^ wföngern tnag, 
:fo fmb biefe Sinien ,paratte(. 

®a8 SBort /,parattd" ifl* au6 ber griec^ifc^en ©jjracfe^ genommen 
.unb bebe^itet „neten dnanber". 3m 3)eutf(^en gebraucht man 
..tiafilr aiui^ \>({% SIBort „glei(i^[anfenb". 

SKan fc^reibt AB || CD. , 

§. 12. 

©rutibfa^. 3u einet gegebenen geraben Sinie f ann burd^ 
einen gegebenen ^unft nur (Sine ^arattete gelegt werben. 

Ober wenn man in ?5ig. 4. wo AB \ CD t^orauSgefefet wirb, bie 
gerabe ßinie CD um \^tvi in i^r entbaltenen ^unft iV nur um ein 
©eringeS brefjet, fo wirb fte notbwenbig bie anbere gerabe ßinie >4i? 
fi^neiben, fcxbalb man nur beibe ginien f;inrei^enb verlängert. 

3)iefer ®afe fann nid}t bewiefen werben. 3war ifl im §. 9 
f^on ein @afe tjor^ergegangen, auf welchen ber S^eweiS gefiüfet 
.merbcn Kirnte, unb man foHte bee^qlb, fhcng genommen, ^ier 
«iiien :5^8Wei8 erwarten, woburt^ ber üorfiel^enbe ©afe au8 einem 
-.^tunlffaie ijid^ in einen 8?t;rfafe Derwanbeln würbe. ®8 muß aber 
ojfen fingejlanben .tt?erben, \:>ci% ein fplci^er SSeweiS jic^ nic^t geben 
läßt. (So lange eine ©eometrie af8 SSJiffcnfc^aft ejrifHrt, t;at ^wi^j 
ier-aSegriff ber paralleten ßinien immer einen eigtntpmliii^en ®runbr 
fafe nöt^ig gema^ti Sfnbere ^aben biefen ©runbfafe unter anberer 
©efialt gegeben i aber alle SSerfudje, einen ©nmbfafe ju üermeiben, 
ftnb bis }efet Dergeblid^ gewefen, fo oft aud) feit ben 3eiten (guttib'8 
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folc^e SSerfuc^e fid) itncber^olt ^nbcn. Die ^ranimctric bebarf 
beninac^ ju i^rcr Segrünbung jtüeier ©runbfäfee. 

(Sine ä[;nli(i&e ©rfd^einung roieber^oft ficf; in ber ©rnnblegunj 
ber (Stereometrie. 

Sfnmetfung. Unter btn ja^Ireitften SSerfnc^en, bie Se^re t?on 
btn parallelen o^ne einen i^r eigent^ttmfid^en ©runbfafe ju it^ 
grünben, barf alö ber gefungenpe wo^I berjemge üon 83ertranb 
angefe^en werben, wef^en biefer in einem im Sa^re 1778 ju ®enf 
erfd^ienenen SBerfe: D^veloppement nouveau de la partie ^1^ 
mentaire des Math^matiques mitt^eilt (f. 9Jlager'9 päbagogift^e 
Sleüne, Sb. X. (Seite 489). 3n ^tigers mat^emat. 9Börterbu(fy 
lüirb biefe ©rjtnbung bem §ofprebiger ©c^ufj in Königsberg ju- 
gefc^rieben, roef^er fie 1784 Deröjfentllc^te. ginen anbeni SSerfud^^ 
weld^en SJtontucfa in feiner Histoire des Mathämatiques al8 bm 
üorjüglicf)flen rü^mt, §at ber perfifc^e SJtat^ematifer 91a ffir-ebbin, 
melier um bnS 3a§r 1260 nac^ 6. @. ber (Sternwarte ju SJlerog^a 
üorjlanb, in einem arabifc^ gefc^riebenen Sommentar über bm 
Snflibea gegeben. 3)o^ barf man, nac^ bem jU urt^eilen, waft 
Ääflner in feiner ©efc^ic^te ber 3Jlat§ematit baüon mitt^eilt, pi^ 
nic^t juDiel t?on biefem SSerfuc^e üerffrecf^en. 

§. 13. 

@rFIärung. SSon itvtx geraben Sinien, tretc^e gehörig Der:? 
tdngert in einem fünfte jufammenttefen, fagt man, fle 
conuergiren naä) biefem fünfte ^in, unb jie biDergircn 
nad) ber entgegengefefeten Slici^tung» 

3. S. bie beiben geraben Sinien AB unb CD, ?5ig. 5, tiotld)t 

gig^ 5^ ' über B xinbD IjinauS ^inrei^enb üerfängert, 

^ fid) in einem getüiffen außerfjalb ber .3ei^- 

^^ nung üegenben fünfte treffen, conDergirm 
naä) ^unbl>l;in, unb fte biüergiren nadf 
^ ^ A unb C \)m. 

2Birb bie 5BerIängerung ber beiben Sinien tüirflic^ anagefü^rt, 
fo t;at man tüieber ben ??aff §.7. 



Hrr t0inkrK 

§. 14. 

@rf(arung. ginc gerabc ßinie, tod^t üon einem fünfte 
ttue uttbegretijt fortgebt, toixb ein ©tra^I genannt. 

S)er ^CuSgangöpunf t mehrerer ©trauten ^eift ein ®tra^:= 
Icnpunft. 

©0 pettt j. 83. bit gig. 3, §. 7, üier ©tra^Iea bar, J!f^, MB, 
MC unb ifl>, iT3cIcf)e Don i>em fünfte M, af6 Stra^fenpunft, 
au6ge^en« 

§. 15. 

@rf(arttttg. SGBcnn üon einem ^nntte jtrei ©trauten 
ausgeben, fo tpitb ber butti^ biefe ©trauten begrenjte %i)til 
btv @bene ein SBinfet genannt. 

®ie Reiben ©trauten Reifen bie ©c^enf et be8 SBinfete, 
btx ©tta^tenpnnft ber ©d^eitetpunft be6 SBinfetö, unb 
5er begrenjte S^eit ber ßfcene fetbfl tvitb, im ©egenfafe 
gegen feine SSegrenjung, bie SBinfetftä^e genannt. 

3. 83. in fcem SBinfcf, merc^n Sig. 6 barflcttt, fmb AB unb 
Jifl. 6. ^C bie bciben ©^cnW be8 SBinMö, ber 

^puntt A ifl ber ©cf^eitcfpuntt beS SBinfefS, 

unb ber burd} ©c^raffiruug bebecfte Xljtil 

ber Sbene, in welchem ber S3uc^jta6e a: 

^_ ^ jte^t, ifl bie SBinfelp^e biefeS SBinfefa. 

3m ©d^reiben bejeidjnet man biefen SBinfel burdj ^ BAC ober 
^ C-4J5, wo ber am @^eite(punft jiel;enbe SSut^flabe A immer in 
bie SWitte geffeHt werben mu^j ober anä) fürjer burc^ ^ a?. 

?fnmerfung. ©uHibeS erflärt im SEBinfcI ala bie Steigung 
jtüeier geraben Sinienj Sfnbere erflären iljn al8 ben 9li(^tunga:= 
unterfd)ieb jweier geraben ßinien. S)ot!^ ijl Weber bie Steigung, 
nocfi ber 9tid^tung6unterfc^ieb ein ^inreic^enb beutßc^er 83egriff, 
Dielme^r Wirb ein fofc^er erfl burd) Sujie^img ber jWift^en btn 
©ci^enfeln ent[;aftenen SBinfelp^e, wie oben gefdfel^en, ju ©tanbe 
ge6rad|t. 





12 $(ammetn>. 

§. 16. 

@rf(arung. 3tvcl SBitifd mxbtn gtci^ grof genannt, 
wenn fie fo auf einander gelegt merfcen fönnen, 6af fte in 
i^ut Qaxiitn SCudbe^nwng jufammenfattcp. 

Sm cnt jiegengej'efeten Watte ifl btx eine S&inf el bet gri? f tr e 
unb t)er anbete ber fte'inere. 

Um ju iintcrfudjen, ob jwei gegebene SBinfel x unb y, gi^. 7, 

fllei^ groß ftnb, »erfahre man auf 
f olgeube SBeife. SOlau fege bie beiben 
SQJinfel mit i^ren SBiitfelflä^en fo 
auf einanber, ba^ ber ©c^eiteU 
^3unft D be8 9BintefS y auf ben 
©^eitelpuuft A beS 2Sinfel8 s, unb jugleicf; ber (St^entef PJE beö 
SSBintefö y auf ben ©c^eufel AB beS SBinMa x fättt. äSenn alö^ 
bann au^ ber jweite ©t^entel DF *e6 SBinfete y mit bem gmeiten 
©t^entel AC be6 SBinfefö a? jufammenfaät, fo berfen beibe SBinfel 
einanber imb ?8 ijl ^ a: =^ j/y. 

§. 17. 

ßrflarung. eUt SBinfet, bejfen jn?ei (S^enfet eine unbe^ 
gtenjte gerabe ßinie bitben, ivitb ein getabet SB Inf et 
^engnnt. 

(Sin l^ol^tet (concaüet) SBinfet ifl Heiner atö ein geraber.. 
gin e t ^ a b en er (conüejcet) SBinfet ifl größer a(ö ein geraber. 

§. 18. 

Sel^rfa^. Sftte geraben SBinfet fmb gtei^ groß. 

»ig. 8. 



^CAB unb.^.fjRE.fmb gerabe SBiwW. 

jSoIgeruitg: 

Arnim. > ■< MBB 't . ^ 



SBemtie. ayian lege Z^¥J>% fo auf Z <^^?/ baß.ber ©(i^eitcU 
jjunft T> auf ben ©d^eitefpunft >4, unb ber @(^enfet ,,I>^ auf ^%x\^ 
@d)enM i4S fättt. Snsbann muß, naä| bem ©runbfafee §..d, .^v^ 
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bn ©t^enffl DF auf btn ©c^enfel AC fallen. ^olQüd) fmb, nac^ 
btt SrfläTung §. 16, t)ie bäbm SBinM C^ uiti> FD£ gtetc^ gtöf, 
wa6 ju fieweifen war. „^^ 

§. 19. 

(ifflirikng. 3wii ^o^Ie SSirrfrt, wet(^ cincii @c^ett!tt mit 
eittaitt^ gtiftttn ^aten vritfc bereit änbtit (S^nfift eine tm6c5 
gtrettite gerate 8inie iHbtn, werben S^efeenwinfef genanrit. 

§. 20. 

(|rfr&rtttij9t (^fti SBinfcl, tüetcficr feinem SfTe6mrbinfel 
gtet$ i^, ^ei^t ein regtet 95irif et; 

®^-fpife?^SGBinfe( ifl Heiner at6 ein redetet, ©in jtum:: 
pitt^inUti^äxb^tiAÜ ein redetet un6 juglei^ Heiner tttd 
ein grrat^er fSHriret ^jptj[e un6 puni^jfe SBtnfet »erben riiit 
einem gemeinf^aftti^ STairien f^iefe SBinf et genannt 

Unter einem ^ erp enbif et t^erfle^t man eine gerabe Sinie, 
ml^t eine anbere redjtrpinfetig f^neibet, unb unter einer 
geneigten Äinie t?er|te^t man eine gerabe ßinie, ipet^e 
eine anbere fc^iefrpinfeüg fi^neibet. 

Um jU unterfud^en, ob ein gegebener SBinfel ein redE)ter fei, Ijat 

man jU unterfud^en, ob er feinem 5yiebentüinfel glcid^ iff. @a fei 

5ig. 9. j. 83. ^, Sig. 9, ber gegebene SBinfet. 2Jlan 

c Dertangere ben einen ©d^enfel beSfetben, AB, über 

ben ©c^eitetpunft A ^inaiia nad^ D, tüoburd^ 

ber 9lebeiitüinfel CAD be8 gegebenen SBinMS x 

entfielet, ©obann tege matt bm SBinfel s fo 

g auf feinen Jtebentüintel, ba% A auf A, üti6 AB 

^ i S auf Ab jm. SBenn babri AC ttoieber ttilt fld^ 

felbp jufammeüifafft, fb ifl ber SBinfet x feinem Slebeuttinfel glrid^, 

folglid^ nac^ ber üorpe^euben grffärung ein rei^ter SBinifer. 

2Jtan fc^reibt abgefürjt ^ a? = «ft. Sfud^ AC J_ BD. 

Sfnmntuufl. S3ün bem ^ier angejeigteu S3erfal;veu fann man 
eine ^^riattifd^e ^Tntüenbung madjeti, um bie Slid^tigfeit beS l^ötjcmen 
ted^tminiftltgen .$)reieffS jii prüfen, mefd^eS jum 3eidE>u'en redf|ter 
SBinfel gebraust merben foll. 



14. yiammetrie. 

§. 21. 

Sel^rfa^. «fttc reij^tcn SBlnfcl flnb gtcl^ grof • 

Scweiö. Sftadi bem ße^rfafee §. 18 ftnt) atte gcraben aßinfel 
fllei^ (jrof . 5Wac^ ber ©rflärung §. 20 aber ifl ie&er redete SBinW 
bie $ä(fte cinea gerabcn SBinfett. Solflfid^ ftnb nuc^ alle redeten 
SBinfel, afö Hälften gleid^ großer SBinfef, gteic^ groß, tra9 ju 
betüeifen war. 

§. 22. 

dufa^. 3n einem gegebenen fünfte einer gege6enen gcraben 
ßinie ifl nur @in ^erpenbifet auf biefer geraben Sinie 
ntögüti^. 

©0 fann j. 83. auf ber geraben ßinie DB, gig. 9, außer bem 
^erpenbifel AC (mit ginfd^Iuß feiner SBerlängerung über A ^)inau9) 
fein jtüeiteS ^erpenbifel in bemfelben fünfte A errid^tet tt?erben. 

§. 23. 

Sel^rfal* JDie ©umme jtDeier Slebenirinfet ift gteic^ itotx 
reiften SGBinfetn. 

gig. 10. 

S3oraudfe|un0: 

^ X unb ^ y fuib 9lebenit)infel. 

Folgerung: 

"B z^ + Zy = 23t. 

S3eit)ei8. 3)ie beiben 9lebentüinW x unb y madE)en, nad^ ber 
ßrflännig §. 19, jufammen einen geraben SBinfel au8. Sfber ein' 
geraber SBinfel ifl, nad^ ber ©rfförung §. 20, ber ©umme üon 
gtüei redeten SBinfeln gleidf|. f?oIgIid^ ifl aud} bie ©umme ber 
beiben 5rtebentüinfel x unb y ber ©umme Don jiüei redeten SBinfefn 
gteicfi, lüaS ju betüeifen tüar. 

§. 24. 

ßrflSrung. ^m\ i^o^te SBinfet üon fotd^er Sage, ha^ 
bie ©d^enfel be6 einen SÖinfetd bie SSertÄngerungen ber 
©d^enf et beö anberen jinb, »erben @ d^ ei t e (» i n f e ( genannt 




l 
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§. 25. 

Se|rfa^. 3e5e jtvei ®i)tittitointti flnb glei^ grof . 

8l0. 11. 

p 

S^orausfrjtung: 

^ a? tmb ^ z fint) ©^ritetoinftf. 

Solgerung: 



SB e weis. SJlan ne^me einen britten SEBinfel, ^ «, ju $ülfe. 
^ann l^at man nad^ §. 23 

^z+^tt = 2 9t. 
3)a nun, wenn jroei ®rö^en einer britten gleic^ ftnb, biefe a«^ 
tinanber gfeid^ fein muffen, fo folgt weiter 

Unb trenn man üon biefen Beiben gleid^en ©ummen \izx\, gleid^en 
aSejlanbtl^eir Z ^ fubtra^irt, fo muß ©leid^eö übrig bleiben, alfo 

waa ju beweifen war. 

Her )Rrfi5. 

§. 26. 

@tf(arung* ®er Äreie ift eine ßinie, beten fämmtti^e 
fünfte tjon einem gewijfen feflen fünfte, wetzet ber 
anittetpunft ^eift, gleiten «Ibftanb ^aben. 

UBenn xaOiXi ben Äreie feiner ganzen ®rflredPung naii^ 
teieic^nen Witt, fo nennt man il^n ÄreiS^Umfang ober 
itrei6:=^eri|)^erie. Seber burcö jwei fünfte begrenjtc 
^^eil beö ÄreifeS bagegen l^eift ein Kreisbogen. 

Unter bem^albmeffer ober 9labiu6 eines Reifes toer:= 
fielet man eine begrenjte gerabeSinie, wet^e ben aJlittet|)unft 
mit irgenfc einem fünfte ber ^erip^erie t?erbinbet. Unter bem 
SDur^meffer ober ® i a m e t e r eines ÄreifeS Derfle^t xadn 
eine begrenite gerabe ßinie, xot\i)t bur^ ben 3JlitteIpunft ge^t 
unb jwei fünfte ber ^eripi^erie mit einanber t?erbinbet 
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35er Äreie ifl eine frumme ßinie, mib jtüar bit einjige frummt- 
ßinie, totli)t in ber @Iementar^@eemettie betrat^frt tüxxb. 
ajlan bejrid^net baa SBort Äreia abgefütjt burc^ O. ,_y 

§. 27. 

3ttfif^. ?ttte ^atbrneffer, fo wie alle ©urt^jueffer eine» 
ÄreifeS jlnb gteii^ taug* 

§. 28. 

Slufgöbe. Sfu6 einem gegebenen fünfte, at6 ^xitt\pxifftt^ 
mif einet gegebenen gerdbett Sinie, ä(6 ^gätbmeffet, einen Ärtlft 
ju conjtruiren. 

Sifl. 12. 

begeben: 

Jlf ate SRittelpunft^ 
j^ [ Xy \ _^ MA ala |ialbme|fer. 

O au8 M mit MA. 

ßonfiruction. 9)lan bire^e bie gerabe ßinie MA um bcn 
fejten Snb^junft M, fo ba^ jte nad^ mib naä) bie ßägeif J!fF, MC^ 
MD 2c. annimmt, bis ba^in, tüo fie mieber in i^re anfänglit^e 8age 
J!f-4 gelangt. a)er SBeg, tüetc^en babei ber anbere Snbpunft A ber 
geraben ßinie MA befc^reibt, ijl ber gefiid^te ^reia. 

3n btn <3lanimetrifc^en 3eid^nuttgeh mirb biefe Sonfhruction mit 
§ülfe bea äirfefa auagefü^rt. 

X)ie geraben ßinien MA, MB, MC it. fmb §a(b meffer be6^ 
entjtanbenen ^reifea. ©it-gtrabe Stnie AD, totlift bixxdj btn 
2JlitteI<3unft if bea Äreifta ge^t, ijl ein ©ttrc^meffer bea^^reifeS- 
2)ie Sfbfd^nitte AB, BC, CD fmb ^reiabögen. 

§. 29. 

dufä^. SBerin jtDct ober mehrere gegebene ^uhfte bm 
einem getvlfCen feflen ^xntfte gleite SCbflänte ^aben^ fo lÄf f 
^ti) bnxi) jetie fünfte eine Äreiö=:^eri|)^ertc legen, t^bn 
ftjetc^et: blefet fefle ^unft ber 91tittet|junft iji. 

3. 83. wenn bie fünfte A, B, C, D, Sig. 12, gegeblh \xx\b, m\S)l 
üon bem feflen fünfte M gleite ?fbfiönbe MA^MB=MC=kD 
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,^abtn, fo fann man aM biefem fünfte M, a(9 Snittetpuntt^ einen 
^reid confhruiren; h?eld;er jug(et(^ bnvd) nSe bie gegebenen fünfte 
A, B, C, D ge^t. 

§. 30. 

^HSrung. ^m\ ^eidbdgen eined ^teifed tverben g I e i d^ 
tang genannt^ trenn fle i^rer ganjen ^udbe^nung na^i 
fo auf elnanber gelegt werben fönnen, fcap au^ i^te ©n&s 
})unfte gcgenfeitig jufammenfatten. 

3m entgegengefefeten gaffe ifl ber eine Ärei66ogen ber 
fltöpete unb ber anbere ber fteinere. 

§. 31. 

@rf(aritng. 3ebe Äreids^jerip^eric irirb in 360 gleiche 
S^^eile getl^eilt unb ein fotc^er %\)ni ein @rab genannt. 
SDen ®rab t^eilt man weiter in 60 aJlinuten, unb bie 
SJlinute in 60 ©ecunben. 

man fc^reibt: ®rab (»), aJlinuten ('), ©ecunben ("). ®o ^at 
t)er ^albfreid 180^ ber SBiertelfreia ober Quabrant 90» jc. 

a^iefe ©ntl^eilung ber ÄreiS^j^erip^erie ifl uralt, unb finbet ftd^ 
fc^on bei htn 6f;albäern unb bzn 9fegl;ptern, üor ber 3eit ber 
©riechen. S^re ©ntjle^ung ^ängt üermut^Iid) mit ber Sänge bed 
©onnenjal^rd jufammen, wefd^e in i^m äfteflen 3eiten nur ungenau 
befannt fein fonnte. 5Wimmt man nämfic^, tüie bei btw, alten 
?feg^ptem, üor bem Sinfalle be6 §tjffoS, bie S)auer bea Sa^reö 
ju 360 Sagen an, unb fefet überbie6 üoraua, ia^ bie Sonne fic^ 
gfeic^förmig im Sfequator fortbewege, fo beträgt ber 2Beg, um 
welchen bie @onne üon einem Sage jum anbern fortrüdft, genau 
ben 360jlen S^eil bea Äreias^llmfanga, ober einen @rab (gradus, 
Schritt). 3n ber Söirflid^feit ifl aber ber fd^einbare tägtid)e SSeg 
itx @onne balb etwaa größer, bafb etmaS geringer ala ein (Srab. 

3n ber franjöjifd^en JReooIution würbe eine neue ®intf;eihmg 
bea Äreifea üorgenommen, inbem man bie Äreia:5sperip^erie ju 
400 ober ben Cluabranten jU 100 ®raben, ben ®rab ju lOOSDflinuten, 
«nb bie ajlinute ju 100 ©ecunben anna[;m. 2Jlan finbet biefe 
€int[;eilung noc^ in SSerfen jener 3eit} fte ifl aber niemala l^otts: 
jJänbig in ben ®ebrauc^ gefommen. 

35ie SEBörter: SÖlinute unb ©ecunbe, finb entflanben au8 minuta 
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prima unb minuta secunda, sc. pars, nnb lücrbcn befnnntfi^ 
anä) bei bm Unterabtf;cifungcu btx 3eit gebrandet. 

§. 32. 

^rflarung. gin SGBtnfct tvixb gcmcffcn, inbcm man 
aus feinem ©ti^eitetpunft, at6 ÜJlittetpunft, jttjifc^tn feinen 
(B6)tnMn mit einem beliebigen ^atbmejfer einen ^reiS- 
Bogen confiniitt, nnb bxt ßänge biefed Äreidbogend in 
©raben, SQIimiten unb (Secunben auebriidft» 

3. 83. um bell Söiiifef BAC ober a?, gig. 13, ju meffen, ton- 

jlruirt man au8 bem ©c^eitelpunftc A 
• 8^9. 13. jtüifc^en ben ©c^enfeln biefe6 2Binfel8 

mit einem beliebigen §albme|fer-4F einen 
ÄreiSbogeu FG. S)ie Sfnja^I ®rabe, 
Spinnten unb ©ecunben, ml6)t biefer 
Kreisbogen FG mtijiUt, giebt bie ©röfe 
beö SBinfela BAC ober x an. 
(2o I)at ber gerabe 2Binfel gleid) h^ie ber §albfreia 180® 5 ber 
rechte SBinfel gleit^ mie ber Qnabrant QO^j ber SGBinfel, tt)eld)en 
bie bciben Beiger einer Safd;ennt}r 23 2Jlinnten nad| 12 lU;r mit 
einanbcr einfdjlie^en, beträgt I26o30'i 2c. 
SUlan üergleic^e §. 171 9fnm. 

:Dit SDlejfnng ber SBinfcI bnrd; ÄrciSbögen foll jnerfl Stjaleö 
um baa 3at}r 600 üor Sf;rifK ©ebnrt eingcfii[;rt [jaben. 




^- M^A^M 



3 Weiter Sffefd^nitt* 

SSon btn ^avaUtUn. 



§.33. 

Sel^rfa^*). SBenn jtrci gerabe ßinien einer britten paraffet 
|lnb, fo fxnb fte anä) einanber paratlet. 



*) $iet fmb jutot tir §§. 11 unb 12 ju toiebeT^oUn. 



j 
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»ifl. 14. 

P 93orau6fr^ung: 



D.->G? 



CD II EP 

AB 11 CD 

S3etüeiö. 2Jlau muß nac^trcifcn, baf t)ie bcifccu geraben ßinicu 
^B unb CD, fo tütit fie aut^ üerfängert tcerben mögen, feinen 
^unft mit einmiber gemein 6aben (§. II). Diefeö gef^ie^t in^: 
birect mic folgt. 

©efefet bie beiben geraben ßinien AB nnb CD trafen ^inreid^enb 
verlängert in einem fünfte G jufammen. ?flsbann mürben bnrd; 
einen ^unft, G, jtüei gerabe ginien AB unb CD ge^en, meldte 
bcibe {xxai} ber SSorauSfefeung) mit einer unb berfelben geraben 
ßinie EF paxaM trären. ^ie6 hjiberflreitet aber bem ©runbfafe §. 12. 

35er SBiberRjruc^ fällt nur bann tüeg, menn bie beiben geraben 
ginien AB unb CD feinen ^unft mit einanber gemein fjaitxiy 
b. f). jte jinb parallef, tv. j. b. tr. 

Sfnmerfung. Unter einem inbirecten ober apagogifc^en S3e:= 
weife üerffe^t man einen Semeia, in hjetd^cm gejeigt mirb, ba^ bie 
9fnna^me, ber ju bemeifenbe ©afe fei uniüal^r, auf einen SBiber^ 
fpru^ fü^rt. 3)amit biefer SBiberfpruci^ aufgehoben merbe, folgt 
fobann bie SGBafjr^eit bea ju beroeifenben ©afeea üon felbjl. 

6in inbirecter 33etüeia fann immer mit ben SBorten angefangen 
werben: ®efe|t, ber ju beireifenbe (Safe fei unma^r 2c. 

§.34. 

Sel^rfa^. SSenn eine ton jwci ^aratteten üon einer brittcn 
getaben Clnic biir^fti^nitten wirb, fo wirb aud^ bie anbere 
^arallete t?on biefer britten geraben ßinie biirdjfd^nitten. 

AB II CD, 

AB burd}f*nittcn Don EF. 

Jolflerung: 

CD burdjfc^nitten üon EF. 

2* 
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85emei8. SJlan fann wieber inbirect betoeifen wie folgt. 

Oefefet bie gerabe 8inie CD werbe nii^t Don EF burc^fd&nitten, 
fo weit man awi) beibe Derrängem mag. Sfföbann mü^te EF || CD 
fein (§. 11). ?rifo würben burd^ ginen ^unft, G, gwei gerabe 
Sinien AB unb EF ge^en, welche beibe mit einer unb berfelben 
geraben Sinie CD parallel wären. 35ie8 wiberfhreitet aber bem 
(Srunbfafee §. 12. 

!J)er SBiberfprud^ fällt nur bann weg, wenn CD unb EF ein- 
anber fd)neiben, w. j. b. w. 

§. 35. 

@rf(arung. @lne gerabe Sintc, xotli^t jwet ober ntfi^rere 
anbere gerabe ßinicn bur^fi^neibct, wirb cincSr an 6 1? erf ate 
biefer geraben ßinien genannt. 

©0 ifl, in Solge bea üorigen 8el)rfafee8, bie gerabe 8inie EF, 
fjig. 15, eine SranSt^erfafe ber beiben geraben ßinien AB unb CD. 

§. 36. 

^rflärung. SBenn jwei gerabe ßinicn l^on einer Sran6:= 
Derfate gefc^nitten werben, fo werben gewiffe lEBinfelpaare, 
t?on benen ber eine SGBinfel an bem einen ®ur^f^nitt6punfte 
unb ber anbere SGBinfel an bem anberen iDiirc^fc^nltta^: 
punfte feinen ®c^eitet()unft ^at, mit eigenen 9tamen benannt. 
Sflämtic^ : 

SGBe^fetwinfet finb SBinfet, wetc&e jwif^en btw beiben 
geraben ßinien unb an t?erf^iebenen (Seiten ber SranSberfate 
liegen. 

©egenwinf el fmb SÖinfel, wel^e an einerlei (Seite ber 
^ran6t?erfale, ber eine jwifi^en unb ber anbere außerhalb ber 
beiben geraben ßinien liegen. 

Snnenwinfel finb lEBinfel, we^e jwif^en hzn beiben 
geraben ßinien unb an einerlei ©eite ber 3^ran6t?erfale liegen. 



i 



ßtotittt Vbi^nitU 



21^ 



8i0. 16. 




3* 83« in ?fifl. 16, wo bie Xxan^^ 
Derfale EF bit itibtn geraben fiinien 
AB mb CD fd^nribft, finl) ^tif^tU 
tüinffl bic JIQinW 2 unb 7, ebmfo 
3 unb 6. gemer ©egennjinfel bic 
SBinfel 1 unb 3, 2 unb 4, 5 unb 7,, 
6 unb 8. Qnblid) Snnenwinfel 
bie aSutfel 2 unb 3, unb ebenfa- 
6 unb 7. 



§.37. 

Sel^rfa^. SBcnn imi gcrabe Sinien tjon einer Sran6^ 
Detfttle fo gef^nitten werben, ba^ bie SSBed^fetoinfel gtei^ 
groß fmb, fo jlflb bie beibeu geraben ßinien paxaUtt 



8ifl. 17. 




93 r a u 6 f e 1} u n g 

Solgerung: 
AB II CD. 



»ewcie. 1) aWan bcnfe ft^ bie tSig. 17 erpenS t?on i^rer 
©teOe gehoben, j weiten 6 umgebre^et (fo wie ea bie neben^^ 

jle^enbe Sigur jeigt); unb enblid^ brit* 
ten6 fo wieber niebergelcgt, ba^ ber 
«punft H ber jweiten gigur auf G ber 
erflen, unb ber ^unft G ber jweiten 
Sigur auf H ber erjlen fällt, ©obann 
fättt bie SranStjerfale FE ber jweiten 
Sigur mit ber SEranaücrfale EF ber 
erjlen gigur i^rer ganjen grflreifung 
nat^ jufammen (§. 9). gerner fättt 

^ 0? ber jweiten Sigur auf Z V ^^^ ^^^ ^^Q^^f ^^ ^^^^ ^^^ 
ber aSorauafefcung gfeic^ gro^ fmbj folglich aut^ bie gerabe 
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üinit'DC 5er iltjeiten WiQux auf bic gerate ginie AB btx erfleri. 
©nblid^ fällt, au§ bemfelben ©runbe, ^ y ber iiüeiten Sigur auf 
^ X ber erffenj folglid^ auc^ bie gerabe 8inie BA btx jweiteii 
gigur auf bie gerabe ßinie CD ber erflen. 6turj, bie gegebene 
^igur fann, vermöge ber S3orau8fefeung j^x = j/y, in umgefe^rter 
8age mit fid| fefbfl jur Reifung gebrad^t merben. 

2) Slac^bem bieS fejlfle^t, fanu ber übrige Xi)txl be8 aSeweifeö 
inbirect geflirrt werben h?ie folgt. 

©efe^t bie beiben geraben Sinien AB unb CD feien nic^t jjaraHel; 

fonbern träfen ftd^ 5. 83. über B unb D f;inauS in einem fünfte M, 

3igur 18. 5flSbaun müfte, meil nac^ ^em SSorigen bie Sigur in 

umgefefjrter Sage mit fid| felbfl jur 3)e(fung gebraiJ^t n?erben fann, 

8*9. 18. aud) über A unb C binauS ein ^unft N 

JE erifliren, in melc^em biefelben beiben 

geraben ßinien, [;inreicf)enb t^erlängert, 
^ jufammentreffen ttJürben. 3)ie beiben 




jy-/ V *'>M geraben ßinien AB unb CD Ratten alfo 

\ c ^\ 3). / jwei fünfte, M unb N, miteinanber 

gemein, ofjne felbfl jufammenjufatten. 
2)iea tüiberfpric^t aber bem ©runbr^ 
fajje §. 9. 

3)er SBiberfpruiJ^ fällt nur bann meg, inenn bie beiben gero^ ; 
ginien AB unb CD feinen ^unft mit einanber gemein Ijaben, fp" 
weit man fte aud^ verlängern mag 5 b. f). fie fmb ^jaraffef, w. 5. b. m^ 

§. 38. 

Sel^rfa^. SSBenn jirei gerabe ßinieu t?on einer S£ran8== 
tjerfate fo gef^nitten werben, baf bie ©egenwinfel gtei^ 
grof jlnb, fo finb bie beiben geraben Sinien parattel. 



• 




SSoraudfe|}ung: 

gotgerung: 
AB II CD. 
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Sctüciö. SDtan neunte bm SBet^felminfel üon x, uämlic^ ^y, 
ju §ü(fe. ?ffa5ann ifl nai) htm Sc^rfafee §. 25 

Sfber nad^ bcr SBorauöfeJ^img ifl 

^ « = ^ w. 
Un5 ba, wenn jmei ©röfen einer britten Qlziij ftnb, beibe auc^ 
unter einanber gleich fein muffen, fo fofgt 

§ierana aber folgt mä) htm 8et;rfafee §. 37, ba^ b\t beiben 
fleraben Sinien AB nnb CD pavaM fuib, tt). }. b. iv. 

§. 39. 

Sel^rfa^* SSenn xmci gcrabeßinien üon einer SranSüetfate 
fo gef^nitten werben, baf bxt (Summe ber SnnentDinf cl jtrei 
Sterte beträgt, fo finb bic beiben geraben ßinien parallel. 




SSoraudfe^ung: 

gotgerung: 
AB il CD. 



\f 



F 

SetoeiS. SDIan ne^me bcn SBe^felminM üon ir, nämlic^ ^y, 
ju §älfe. Sflöbann ijl nat^ bem Se^rfafee §.23 

Zy + Z^ = 2gt. ' :^ 

^ber nad^ ber SBorauöfefeung ifl ,-^ i^^ , ^ ^ • 

Sfud ^biefen beiben ©leic^ungen erhält man 

Z* + Z^ = Zy + Z^/ 

unb toenn man auf beiben Seiten biefer ©leidjnng ben gleid^en 
SBinfel z fubtra^irt, 

Z^ = Zy- 

§ierau8 aber folgt nac^ bem Se^rfafee §. 37, ba^ bie beiben 
fleraben Sinien AB unb CD paxaM ftnb, m. j. b. m. 
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§.40. 

ßel^rfal* SBcnn jtpei ^arattcleu üou einer Sranflüetfale 
bur^f^nitteu tretbeu, fo fmb jiebe imi SBeiJ^fettDinfet 
glei^ grof. 

(Umfe^ruufl t)e8 Sc^rfafceS §. 37.) 




AB II CD. 

Folgerung: 
Z.CEG:=^ /^ BGH. 



83etrei8. Oefe^t bie SBe^fetoinfel CHG unb BGA feien nic^t 
gleich groß, fo fönnte j. 33. erflenö ^ CBG flciuer ala ^ SClf 
fein. Sflöbflun fönnte man ben SBinW CHG um einen SBinfel CHI 
üergröf ern, fo. ba^ bie (Summe beiber, ober ^ IHG, fo gro^ wie 
^ jBöJy hjürbe. ?fu8 ber ©reid^Ijeit ber SBec^fctoinfer IHG unb ^Gif 
fofgt ferner nad^ bcm ße^rfafee §. 37, ha^ AB \\ IK ifl. SHat^ ber 
aSorauSfefeung ifi aber jugleit^ AB || CD. Sflfo ^at man jmei burd^ 
einen ^unft H gef;enbe gerabe ßinien, welche beibe parallef mit AB 
fmb, unb bieö tt?iberfpri(^t bem ©runbfate §. 12. 

SBenn jmeitenö ^ CHG größer aft ^^BGH träre, fo mürbr 
man bur^ ä^nli^c ©e^füffe gleic^faffa ju einem SBiberfpnu^e mit 
bemfelben ©runbfafee §. 12 gefangen. 

I)er Söiberfprud^ fäfft nur bann weg, totwn ^ CHG = ^ BGE 
ifl, w. j. b. XQ. 

Sfnmerfung. Unter ber UmM;rung eines ßetjrfafeeö üerjle^t 
man einen (Safe, weld^er bie SSorauöfefeung be6 erjten al8 fjolges^ 
runa, unb bie f?oIgerung beö erpen afö SBorauöfefeung entfjält. 
©0 war in bem ßefjrfafee §.37 bie S3orau8fe^ung : //1)ie SBec^fel* 
minfel fmb gleich", unb barau6 würbe bie Folgerung nad^gewiefen : 
„S)ie geraben ßinien fmb paraffef". dagegen in ber Umfefjrunji 
biefeS 8ef;rfafeea, nämtid^ in bem corfte^enben ßebrfafee, ifl bit 



Bvritrr «bf^nitt. 25 

IBorauöfefeung : /,I)ie geraben £inien fmb parallel", unb barauö 
Wf Solgeninfl: /,S)ie SBec^fcfiüinfel fmb glrid^". 

SBentt tin @a^ toafjx i^, fo barf man i^n nic^t o^ne Sßeitered 
umfe^ren unb bicfe Umfe^rung für tra^r galten. Sielmeljr bebarf 
jebe Umfe^nmg immer erfl einer befonberen Unterfut^ung, unb 
mu^ alfo, menn jte ^i) als juläfjlg ^erauöjlefft, befonberö beriefen 
werben. Um fic^ bation ju überjeugen, betrachte man j. 85. bm 
erpen ße^rfafe ber Planimetrie, §. 18, welcher in ber gehörigen 
Sorm auögefproc^en lantet: „SEBenn jhjei SBinfel gerabe SSinfel 
finb, fo fmb fie glei^ groß". SBottte man biefen (Safe umfeljren, 
fo würbe man erhalten: „SBenn jn?ei SBinfet gleid^ gro^ fmb, fo 
ftnb fie gerabe SBinfef^ ein ®afe, beffen Unric^tigfeit anf ber 
^anb (iegt. 

§.41. 

Sel^rfii^. 3Bcnn jtrei parallelen t»on einer S£ran6t?erfate 
bur^f^nitten werben, fo finb jebe jwei ©egenwinf el gleich grof • 

(Umfe^rung be8 ße^rfafeeö §. 38.) 




lBorou«fc|}ung: 
AB II CD. 

Jolgcrung: 
^ CHG = ^ AGE. 



99 e weis. Sfua bem vorigen 8e[;rfafee §. 40 ift fd)on befannt, 
ba^ aua ber SorauSfefeung AB \\ CD folgt 

^ CHG = ^ BGH. 

STber nac^ bem 8el;rfafe §. 25 ift 

^ AGE = ^ BGH, 

unb au6 biefen beiben ©leic^ungen fct^fießt man 

^ CHG = ^ AGE 

to. }. b. tr. 



26 yfantmetrtf. 

§.42. 

Sel^rfa^. SBenu jmei ^axaMtn t?on einer SIranööetfate 
bur^f(]^nitteu werben, fo betragen jiebe jttei 3nnentt?infet 
jufamnien jmei Jfte^te. 

(Umfc^rung beS ßefirfafeea §. 39.) 

»ig. 22. 



93oraudfe|}ung: 
i45 II CD. 

Jolgerung: 




S3etüei8. Sfu6 bem Se^rfafee §. 40 ifl fc^on brfannt, baß au8 
ber SSorauöfefeung AB || CD folgt 

SBenu man auf bcifcen ©eiten bicfer ©leic^uug bcu SBiufef -4(?H 
abbirt, fo f)at man fcruer 

^ CITG + ^ ilGÄ = ^ BGH+Z, ^G^* 
9fber nacf) bem ßeljrfafee §. 23 ifl 

^ SG/r + 2. ^GB = 2 9t, 
unb auö biefeu beibeu @Ieid|uugcn fc^Iiept mau 

^ OTG + ^ AGB = 2 9t. 
tt). j. b. tv, 

§. 43. 

dufa^. SBenn jnjei gerabe ßinien üon einer Sran)3t?erfate 
fo gef^nitten ttjerben, ba^ ble l5Se(]^fetn)infel ungtei^ flnb, 
ober bie ®egenn?infe( ungtei^ ftnb, ober bie Snnentplnfet 
jufammen nic^t itrel 9te^te betragen, fo muffen ble beiben 
geraben ßinien ^inreic^enb tjerlängert einanber bur^f^neiben. 

!Diefer @afe bifbet bm Uebergang jum CDrciedf. 
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S)ritter Sffefd^nitt 



§.44. 

©rflarung. @in ©tcied ijl ein buri^ brei fxä) f^ncU 
ienbe gerabe ßintcn iimgrcnjter Xf)tH einer @bene. 

©ie ©ur^f^nittspunfte ber brei geraben Sinien Reifen 
Me ®d|)unf te beö sbreiedESj bie jn^ifc^en biefen ©dpunften 
wt^attenen begrenjten geraben Sinien bie Seiten be6 
^reied«} unb bie t?on ben (Seiten eingefr^Iojfenen lEBinfet 
Me SBinfel bed ©reiedfö. 

3ebeS 35reic(f l;at brei (Seiten unb brei SBinfef, meldje jufammen:^ 
genommen bie fed|9 ©ejlanbt^eile bc8 S)reie(f8 genannt 

trerben. 3)ie brei (Seiten be8 33reiedfa ABC, 
gig. 23, ftnb ^5, BC, AC, unb feine brei 
SBinfel jinb CAB, ABC, BCA. Seber SBinfel 
mirb t>on jmei Seiten eingefiJ^loffen , \mi 
eine Seite liegt i[;m gegenüber. Seber Seite 
liegen jwei SBinfel an, unb ein SGBinfel 
liegt it)r gegenüber. 

^3)a8^ Dreiecf ifl bie eiufadifie geft^loffene Sigur, b. [;. bie- 
ienige,"tt)efc^e uon ber geringfien Sfnja^f Seiten begrenjt mirb. 
"SJtan fc^reibt abgefürjt /\,ABC. 

§.45. 

Sel^rfa^. ©ie Summe ber brei SBinfet eine« ©reiedfe 
ijl gtei^ jn^ei regten SGBinfeln. 

Stg. 23. 

^ aSorauSffjjung: 

ABC ifi ein ©reieif. 

gotflftung: 
Z^CAB + ^ ABC + Z*C^ = 2 91. 
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©rfler 93 e weis. SWan lege tur^ ten ©cfpuntt B be^ ; 

S)reifcfd ABC, 9i{). 24, eine gerate 
Sinie J)E\iAC. ^dtann ^nt man . 
Cixx^ %. 40, intern man AB wie 
ÄranöDerfale anfleht 

Z^ CAB — Z DBA. 
@benfo intern man CB toit Xtan^ 
rerfale anfielt 

2.ACB = Z EBC. 
93i(tet man entließ no(!^ bie iben:? 
tifc^e ®(ei^iin0 
^ ABC =\/ ABC 

xmb abbixt tiefe trei ©lei^ungen, fo erhält man alö ©umme 

^CAB -^ ZABC + ZACB = ZDBA + ^ABC •}- Z,^^C* 
9fber tie ©nmme ZDBA + ^ABC-}- ^EBC maijt einen 
geraten 2BinM mQ, oter ifl ßleit^ 2 9t j folglich mu^ aud^ 

Z,CAB + Z ABC+Z ACBt=z2flt 
fein, to. j. b. \v. 

3weiter SSeweie. SJlan lege turt^ ten (Scfpuntt B btB 

2)reiecfö ABC, Sig. 25, eine gerabc 
ginie BE\\AC unt verlängere AB 
über B ^inauS nac^ F. Wföbann 
^at man and §. 41, intern man ilF 
ttjie SEranöDerfale anfielet 

©benfo anQ §. 40 inbem man CB 
toie SCranöDerfale anjiet;t 

83iltet man entließ noc^ bie ibentifc^e ©leicbung 

unb abbirt biefe brei ©leic^ungen, fo finbet man ate (Summe 
ZABC + ZACB + ZCAB = ZABC + ZEBC'\'ZEBF. 

?fber bie ©umme Z, ^^^ + Z ^^^ + Z J^^^' ni«d}t einen ger= 
rnbcn SBinM au9, ober ifi gleit^ 2 91 5 folglich mu^ aud) 

Z^^(^ + Z ^CB + ^ C^iB = 2 91 
fein, tr. 5. b. w. 





airitttr ©cwciS. man lege 
bnxdi btn gtfpunft B beö Sireiecfd 
ABC, Sig. 26, eine gerabc ßinic 
irE||ilC. ^(dbann ^at man nac^ 
§. 42, inbem man il0 n?ie Stand:' 
Derfale anficht 

Z ^^^ + Z ^^^ = 2 3», 
tüofür man ant^ fc^rriben !ann, ba ^ABE au8 ben beibcn 

Z.CAB-\^Z ABC + ^ CM = 2 gt. 
Öcmcr ifl na^ §. 40, inbcm man CB wie SranöDcrfalc anficht 

^ .4CÄ = ^ CiBJE. 
^ofglic^ barf man in ber Vorigen ©Icic^ung ^ ^iCl? für j/ CBE 
^n bie @teSe fe^en, mobur^ man erhält 

Z,<^^ + Ä ^^^ + Z ^^^ = 2 91 
tu« }• b* tp. 

§. 46. 

©rHStttttg. Unter einem 5f u f e n tr i n t c t eine« ©reiedfö 
üerfle^t man einen ^o^ten SCBinfet, mli)tx eine @eite unb 
*le aSetlängerung einer anbern @eitc be6 ®reiedf6 iu 
®c^en(eln ^at. 



§. 47. 

ßr^rfa^.^ Seber ?(uf entrinfel eineö ©reiedfe ifl gtei^ ber 
Oumme ber beiben inneren i^m ni^t antiegenben SBinfet 
ied ©reiedfö. 



aSoraudfej^ung: 

AB ifl t»erlängert na^ D. 

golgerung: 

;B JD Z, ^^^ = Z^CAB^ z, ^^^* 

«ctoeia. 9la(^ bem ße^rfafee §. 45 ijt 

^ CAB •^ZABC'^/iACB = 2 91. 
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gbcnfo ip nad) §. «3 

Sfuö bicfen bcibcn ©Icic^ungeu folgt 

^ iliBC + ^ C^P = ^ CiUJ + ^ ABC + ^ i4CT 
uub «Dcim man auf beibeu (Seiten biefer ®lei(^ung ben SGBinM 
ABC fubtratjirt, fo ertjäft mau 

^ CÄD = ^CAB-^^ ACB 

Sfnmerfung. 9Jtan !anu biefeu ßefjrfafe auc^ üor §.45 ftctten 
unb unabhängig Don biefem ^aragrap^ bctneifen, wobei Sig. 25 
ju benufeen ift. Wlöbaun lä^t fid^ bcr ffieweis üon §. 45 auf 
biefeu ße^rfafe jHifcen. 

§. 48. 

3ufa^. @in 9(uf cnlt?inf et eines SDreietfS ifl grBf er atö iebct 
ber beiben inneren i^m nic^t anliegenben SBintcl be6 jöreierfö. 

©0 ifi in ber üorigeu Sigur 

^ CiBP > ^ CAB 

unb Z,(^^^> Z, ^(^^^ 

§• 49. 

ßrf rfirung. gjlan t^eilt bie SDreiecfe in Stücffit^t auf i^re 
SGBintet in 1) f v ife tt>in f e I i g c ©reiedfe, in benen atte SGBinf et 
fpife finbj2)red^ttt?infeligc 35reietf e, in benen ein SBinf et 
ein rechter ijl} unb 3)ftumpftt)intetige®reietfe, in benen 
ein SGBintet ein flumpfer ift. 

2)er ®runb für biefe ®int[;eiluug ber S)reiecfe liegt in bznx Zt^x^ 
fafce §. 45, au6 irefc^em mau leicht fc^Iie^t, ba^ in einem !Dreierfe 
niemals met;r als Sin rechter ober Sin ftumpfer SBinfel enthalten 
fein fann. 

§. 50. 

@tF(arung. 3m re^ttrinfetigen S)reietfe Reifen bie 6ett 
redeten SBintet einf^tief enbeu ©eiten bie Ä a t ^ e t e n, unb bie 
bcm rechten SGBintet gegenüberliegenbe (Seite bie$^|)Otenufe 
beS SDreietfS, 

S)ie a3enenuuugeu Ä:at[;ete unb ^t^potenufe finb griec^ifd^en 
UrfpruugS. Äat[;ete bebeutet irörtlic^: r;erabgefenfte (b. i. fenfreci^te) 
ginie, uub §ljpotenufe: baruutergefpauute ßiuie. 
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§. 51. 

grnarung- 3)tan t^citt btc S)reietfc in aiücfridjt auf i^re 
(Seiten in 1) gl ei (j^ feit ige ®reiecfe, in benen atle fcrei 
(Seiten glei^ groß jtnfci 2) glei(^f^en fetige ©reierfe, 
in benen jttjei Seiten glei^ grof jtnb j unb 3) u n g t e i ^ ^ 
feitige ©reiedEe, in benen bie brei (Seiten ungtei^ jlnb. 

§.52. 

@rf(antng. 3m gtei^fd^enf etigen ©reiecfe Reißen bie beiben 
gleichen (Seiten bie @ ^ e n f e I, bie britte Seite bie ® r u n b := 
linie (SSafiö), unb ber ber ©runbtinie gegenüterüegenbe 
@ä}pxxntt bie S|)ifee beö ®reiedf6. 

§. 53. 

@rF(arung. ^mi Figuren werben congruent genannt, 
irenn jie fo auf einanber gelegt n^erben fönnen, ba^ fle in 
allen i^ren SSeflanbt^eilen jufammenfallen ober einanber 
bedfen. 

3)a9 SBort //Congruent" barf man nic^t mit bcm SBorte „gleid)" 
Derited)feln, benn baQ lefete trirb bei gefc^Iojfcnen Figuren in ber 
aSebeutung „in^altöglei^" gebraucht (f. §. 113). 3. 93. ein ©reietf 
unb ein Äreiö fönnen niemals congruent fein, b. [;. einanber 
becfeU) aber woi)l fönnen fie einanber gleich fein, b. ^. gleichen 
Slä^enraum einft^liefen. 

SWan gebraucht ba^ 3ei*fn ^ für congruent. 

§. 54. 

dufa^. 3n oongruenten ©reiedEen liegen gleiii^en Seiten 
gleid^e Iffiinfel, unb gleid^en SGBinfeln QUx6)t Seiten gegens 
fiter. 

SJlan fann bieö au^ fo auöbrücfen: 3u congnienten S)reierfen 
jtnb alle glei^liegenben 95efianbt^eife qUH) groß. Sflöbann f^at 
man unter gleic^Iiegenben Seiten folcbe ju oerfieöen, h^elc^e gleichen 
SBinTeln gegenüberliegen 3 unb unter glei^liegenben SBinfeln folc^e, 
itjcl^e flleid)en Seiten gegenüberliegen. 
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3. 95. wenn mau torauSfcfet, 
gig. 28, ba^ A ABC = A DBF 
\ti, b. l). bfl^ man bitfc bci&en 
©reiedfe fo auf einanber legen fönne, 
ba^ D auf A, E auf B xinb F auf C 
fättt, fo fofgt bavau^ fogleidj 

^Ä = P£ , AC = DF , BC = EF 

^ AGB = ^ DFE, ^ ABC = ^ P£F, ^ BAC = ^ EDF, 

mo bie einanber gegcnübcrliegenbeu SSepaubt^eite eines 2)reierf9 
je unter einanber gefc^rieben fmb. 

Sfnmer!ung. guflibeö, tüelc^er in feinen gfementen ein SGBort 
für „congruent^' xni)t Ijat, umfd^reibt e8 immer in bcr obigen SEBcife, 
inbem er fagt, bie Seiten unb bie SBinW in beiben X^reiecfen feien 
6ejie[)ung8tpeife g(eicf| groß. 



Cl^rße Hrr trfk5 - Con|lructton. 

§. 55. 

Aufgabe. Sfu6 einer gegebenen (Seite nnb ben beiben i^r 
antiegenben Söinfetn ein ©reiecE ju conflruiren. 

Sifl. 29. 

(gegeben: 

MN ala ©eite, 
^ X ala anliegenber Söinfel, 
^ y ala anliegenber SBintel, 

3}aa X^reierf. 

(Sonflruction. ^lan jielje eine gerabe Sinie AB, unb mac^e 
tiefelbe fo lang tpie bie gegebene MN. @obann lege man im 
fünfte A, ala ©^eitelpunft, an bie gerabe ßinie AB, ata St^enfel, 
einen SBinfel BAC gleid^ bem gegebenen j/ x. Sbenfo lege man im 
fünfte B, ala ©^eitelpunft, aw bie gerabe ßinie BA, ala ©c^enfcl, 
rinen SBinfel ABC glei^ bem gegebenen ^ y. SBerlängert man 
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tnbliäf bit ©d^enM biefcr beibcn SBinfel bl9 ju i^rcm 3)ur(i^f(^nittS=! 
pnnftt C, fo ifl ABC 5a8 gefachte 35reicdf. 

©ctermination. S)ie Sfufgabe ifl nur möglich, fo IgniQZ bit 

93ebingung 

Z^ + Zy<2 9l. 

^rfüttt ifl. 

§. 56. 

8r|rfa^* Sßenn in jirci ©rcietfcn eine (Seite un6 feie 
6cibcn i^r anliegenben SBinfel gegenfeitig glei^ jlnb, fo jlnb 
i>ie SDreiedfe congruent. 

Sig. 30. 

9Soraudfe^ung: 

AB=DE, 
^BAC=^EDF, 

^ABC^^DEF. 
Jolgerung: 
ijBD^ m ^ABC=^DEF. 

93 e weis. SJtan lege bie beiben 35reiccfe ABC unb DEF fo auf 
tinanber, ba^ DE auf AB fättt, b. ^. P auf ^, unb £ auf B, 
toelclieö mögfit^ ifl, ba beibe (Seiten nac^ ber S5orau8fefeung gleich 
grö^ fmb. STföbann muß aut^ ber (Sd&enW DF ber Sage nati^ 
auf ben (S^enfel i4C fallen, weil nat^ ber 95orau6fe^ung ^ 5ilC 
= ^ £PF ifl. gerner mu^ ber (Sc^enfel -EF ber Sage nac^ auf 
ien vSd^cnfel BC fallen, weil nad^ ber S3orau8fefeung ^ ^i^C 
= ^ DEF if!. gnblid) muß au^ ber S)urd^fc^nittapunft F mit 
Jem ©urd^fti^nittöpunft C jufammenfaHen, weil, wie fo eben be=* 
wiefen, bie in F fic^ fdjneibenben geraben ßinicn DF unb EF ein- 
zeln genommen mit ben in C ftt^ fd^neibenben geraben ßinien AC 
unb BC jufammenfaHen. 

Sfolglic^ betfen bie beiben S)reiecfe einanber, unb finb ba^er con:= 
4jruent, w. j. b. w. 



3toeitc iVreiffk^ - (Eonftxuctxott. 

§. 57. 
^uf0a6r. Stu6 einer gegebenen ©eite, einem i^r antiegenben 
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§.40. 

ßr|rfa|. SEBcnn jtrci ^aratteten Don einer Sranöüerfate 
bur^fd^nitten tr erben, fo fmb Jebe jn^ei SGBe^fettt)lnfel 
gtei^ grof. 

(Umfe^ruufl teS Se^rfafecö §. 37.) 




SBoroudfejfund: 
AB II CD. 

Solgerunfl: 
^ CHG = ^ i^GH. 



»eiücie. ©cfefct bic SBe^feltüinW CJSTÖ unb BGH feien nit^t 
glci^ groß, fo !önnte 5. 85. erfiena ^ CHG Heiner ale ^ SGIT 
fein. Sflöbann !önnte man ben SBinM CHG um einen SBinW CHI 
oergrößern, fo. bai^ bie ©umme beiber, ober j/ IHG, fo groß tcvt 
^ BGH ttJürbe. STuS ber ®Ieic^r;eit ber SBe^feltüinfel IHG unb BGH 
folgt ferner naii^ bem 8ef;rfafee §. 37, ba^ AB || IK \% giac^ ber 
S3orau§fe|ung ifi aber jugleic^ AB || CD. Sflfo I;at man itt>ei bur^ 
einen ^un!t H ge[;enbe gerabe ßinien, mel^e beibe paraHet mit AB 
fmb, unb bieS wiberfprit^t bem ©runbfafee §. 12. 

SBcnn jtüeitenS ^ CHG größer alö ^ÄG/T n^äre, fo n^ürbe 
man burd^ ä^nlii^e ©c^Iüjfe gleic^fallö ju einem SBiberfpru^e mit 
bemfelben ©runbfafce §. 12 gefangen. 

X)er SBiberfprud^ fäfft nur bann loeg, wenn ^ CHG == ^ BGH 
ift, 10. j. b. tt>. 

Sfnmer!ung. Unter ber Umfefjrung eineö ßel^rfafeeS t^erfie^t 
man einen ©afe, n^eld^er bie SSoraulfefeung beö erften al9 Solge^: 
rung, unb bie Folgerung beS erffen afö SSorauöfefeung entljäft. 
@o loar in bem ßefjrfafce §.37 bie SSorauöfefeung : ,/t)\t ^t&j\tU 
ttjinfel fmb gleid;", unb barauö würbe bie Solgerung nadjgeioiefen r 
„3)ie gcraben ßinien fmb paraHeK X)agegen in ber Umfe^runa 
biefeö 8el;rfafeea, nämlii^ in bem oorfie^enben ßebrfa^e, ifi bit 
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58 e tu eis. ?fu6 btx ®lt\6)f)tit jirrier SBinW in jiüci 2)rcietfcii 
folgt, wrmöflc t)c6 ge^rfafccö §. 45, immer foflleic^ ani) tie 
(Üfeiii^^eit beS britten SBinfeld. @d ijl nlfo in 5en DorKegenben 
Xreictfen aud^ 

Sa mm in ben bcibcn ^reicdfcn eine (Seite nebfl btn beiben i^r 
QttUcgenben -SBinfeln gegenfeitig gleit^ fmb, fo jtnb nacf) §• 56 
bie beiben 35reiecfe congruent, h). 5. b. tv. 

Sfnmer!ung. S)ie beiben ße^rfäfee §. 56 imb §. 58 fann man 
turj in folgenben ©nen ©afe jufammenfaffen : SBenn in jn^ei 
Dreietfen eine ©eite unb irgenb jrcei gleic^tiegenbe SBinW gleid^ 
jtnb, fo fmb bie S)reiecfe congruent. 



dritte iIlretetii0-(Eonßructton. 

§. 59- 

y ^nfgaBr. ?Cii0 jiüei gegebenen (Seiten unb htm \)on biefen 
'(Säten elngef^toffenen SCBinfet ein ©reiecE ju conflruiren. 



gtg. 32. 




®egeben: 

MN unb PQ als (Seiten, 
^ a? als eingefd|[offener 2Bin!er. 

©efui^t: 

S)aa S)reiecf. 



ßonflruction. SJlan jiel^e eine gerabe ßinie AB, unb mad^e 
biefelbe fo lang wie bie eine gegebene (Seite MN. (Sobann lege 
inan im fünfte A, alö (Sd^eitelpunft, an bie gerabe ßinie AB, 
als (Se^enW, einen SBinfel BAC gleich bem gegebenen ^o?, unb 
mad^e ben ®cf)enfef -4C biefeö SBinfela fo lang tpie bie jtoeite 
gegebene (Seite PQ- Sitfjt man enbfid^ BC, fo ifl ABC baB Qt\ni)tt 
Dreiecf. 

Determination. iDie Sfufgabe ifJ nur möglich, fo lange bie 
93ebingung 

erfüllt ifi, 

3* 
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I 

§. 60, 

/ ßel^tfa^. SBenn in jirci S)reicdfcn jtrcl ©citcn unb btt 
r^ wn biefen (Seiten eingef^toffene SBinfet gegenfeitig gltl^ 
fln6, fo jlnb bie ©reiedEc congruent. 

SSorauSfe^ttttg: 

AB = DE, 

AC = DF, 

^BAC = ^EDF. 

Folgerung: 
^ABC=/^DEF. 

»etoeiS. SWan lege bie beiben !Drcicdfe ABC unb DEF fo 
auf einanbcr, bai^ /^EDF auf /^BAC fäW, b. l;. ber (Sd^enW 
DJE auf AB, unb ber ©c^euM 2>F auf AC, tueld^eS mögtiii^ ijl, 
ba beibe SBinftt nacf| ber SSorauöfefeuug gleid^ gro^ fmb. Sffö^ 
bann mu^ au^ ber ^unft E mit B jufammenf allen , meil nat^ 
ber SSorauöfefcung AB=^DE ift. ferner mu^ auxi^ ber ^unft 
F mit C jufammenfaffen, n^eif nacf; ber S3orau9fefeung AC = DF 
ijl. gnbli^ fallen aud^ na^ §. 9 bie geraben ßinien EF unb 
BC auf einanber. 

??oIgIi(!^ bedfen bie beiben 35reiedfe einanber, unb jinb baftcr 
congruent, vo. j^ 6. to. 



§. 61. 

8e]^rfa|^. 3n iebem gleid^f(^enfeligen ®reiedfe jinb bie 
Reiben aSinfel an ber ©runbünie gleid^ grof. 

Ober: 3n jebem 3)reiedfc liegen gleidien ©eiten gleid^e Sßinfcl 
gegenüber. 

Jig. 33. 

IBoraudfe|ung: 
AC = BC 

golgerung: 
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aScmciö. aWan 5enfc flt^ baö 2)reiecf ABC oon feiner ©teffe 
fle^oben, umgemenbet, unb fo mieber nieberflelegt, ba^ bie ©pifee 
C bfö S)reiecf8 wieber in fi* felbft fättt unb bie ©(^en!el i4C unb 
BC Dertaufc^t werben. 9(l8bann mu^ B in ^4, nnb A in Ä faden, 
tüegcn ber üormiSgefefeten ©leid^tjeit AC = BC. fjofgfic^ muf 
and) nad) §. 9 bie ©cite AB lieber in fi^ felbfl fallen, nur in 
umgeft^rter Sage BA. Sfifo wirb ba8 S)reie* ABC pc^ felbfl 
beifen. 

S)arau8 aber folgt weiter, bai^ anä) bie beiben SBinW ABC 
unb BAC einanber becfen, mithin gfeid) grof jinb, w. g. b. w. 

Sfu8 biefem ße^rfa^e folgt jugleic^, mit Sfnwenbung öon §• 45, 
baß bie S5Bin!el an ber Orunblinie eineö gleic^fc^enfeligen X>reiecf8 
nur fpifee SBin!el fein Tonnen. V^^ 

3ufa^« S)ie SCBinfet eine6 gteliä^feitigen ®reiedf6 jinb 
fdmmtti^ gteic^ grof. 

S)ie @rö^e jebea einjelnen SöinfelS im gleic^feitigen S)reie(f 
beträgt ba^er | 91 ober 60^ 

§. 63. 

Srl^rfa^. 3n jebem ©reietfe liegt ber gröferen \)on 
§»ei ©citen ber größere SBintet, ber Heineren ber Heinere 
SBlnM gegenüber. 

Sig. 84. 

9So rauft fr (jung: 
AC > BC. 

Jolöerung: 
^ABC^ Z,BAC. 

93cwei8. 3Jlan trage bie fleinere ©eite CB auf ber größeren 
CA t)on C au8 ab, bi8 i>, fo bOi% CD = CB wirb, unb jie^e DB. 
^a&bann ifl nac^ §. 61 in bem gleid^fdjenfeligen :j)reiecfe DBC 

^ DBC = ^ BBC. 
«ber ^ BBC ijt nur ein %[)zx{ öon ^ A5C, ober 

^A5C> Z^^^, 

fotglu^ ifl au^ 

ZAiBC> ^BBC. 
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gerncr ifi ^ÄPC Sfußcntrinfcl 5e8 ©rciccfs BAD, nlfo mdj §. 48 
unb barauö enblic^ folgt, mit Bujie^ung bcö SBoriflcn, 

tt). j. b. IT. 

§.64. 

ßel^rfa^. Scbeö SDrdetf, in trct^cm iirei SBinfet glei^ 
flrof jtnb, ijl ein gleid^fij^enfeligcö ©rcietf, unb bie ge:= 
nannten ®intet jlnb flöinfet an ber ©runblinie biefe« 
gtei^fd^enfetigen SDreietfö. 

Ober: 3n iebem S)reietfe liegen gleichen SBinfeln gleite (Seiten 
gegenüber. 

(Umfe^rung beS ger;rfafee8 §.61.) 




$8 r a u d f e ^ u n g : 
^ J5C = ^ BAC. 

golgcfung: 



JBemeia. ©efefet e8 fei n\ä)t AC=BC, fo fönnte entmebcr 
AC > BC, ober -4C <] FC angenommen werben. Sfu8 ber erften 
?fnna^me AC^BC aber folgt nad^ bem üorigen ße^rfafeC; ba^ 
^ABC^ ^BAC'x^, unb bic8 triberftreitet ber SSorauSfe^ung. 
2fu8 ber jtpeiten Sfnnaljme AC<^BC folgt gleichfalls nac^ bem 
vorigen Se^rfafee, ta^ ^ ABC < ^ 5.4C ift, unb bieS tüiberfheitet 
gleit^falla ber 83orau8fefeung. 

S)er SBiberfpru^ l;ört nur bann auf, inenn AC=BC ifl, 
tt). }. b. tt3. 

Sfnmerfung. ?fnfänger muffen fu^ Otiten, bie beiben &tf)v^ 
fä^e §. 61 unb §. 64 mit bem ©afee §. 54 ju üertoec^feln. 3)er 
®afe §. 54 ^anbelt öon (Seiten unb SBinfeln in congruenten 
©reiedfen, bagegen bie §§. 61 unb 64 l^anbeln Don ©eiten unb 
SBinfeln in einem unb bemfelben 3)reiecfe. 



S)ntur «bfclnttt. 3» 

§. 63. 

dufo^* Sebcö JBreiedE, in wettern &ic brci SBinfet gtci^ 
flrof flnb, ijl ein gtciij^feitigce SDreictf. 

§. 66. 

ße^rfa^. 3n jebem 55reictfc liegt 5ent größeren Don 
jtpei SGBinfeln bie größere @eite, 5em Heineren 5ic Heinere 
©eite gegenüber. 

(Umre^rung 5e8 8ef;rfafec8 §. 63.) 




S3oraudfe|ung: 
^ ABC > ^ J?.4C. 

golgerung: 
^C > BC. 

aSciücie. ©efe^t e8 fei nidjt AC^BC, fo föimte entwcber 
AC = 5C, ober -4C <[ 5C angenommen lüerben. Sfua ber erflen 
«fnna^me AC=BC aber folgt nad^ §.61, ba^ ^ABC=^BAC 
ift, unb biea tpiberflreitct ber SBorauSfe^ung. Sfuö ber jiüciten 
«fnna^me AC < J?C7 folgt nat^ §. 63, ba^ Z.^^(^<Z, ^^^ ipr 
ixwb bieS lüiberfheitet gfeii^faffa ber SBorauSfefeung. 

®er SBiberfpruc^ fJittt nur bann meg, menn ^C > BC ip, 
tr. j. b. tu. 

§.67. 

3uföt. 3n einem rec^tn^infetigen 55reietfc ifl bie §^pos: 
leniife immer größer als Jebe ber beiben Äat^eten. 

©benfo ifl in einem ftum|)ftt)infetigen Söreietfe biejcnige 
(Seite, tt?etc^e bem ftumpfen SEBinfet gegenüberliegt, größer 
<xt6 Jebe ber beiben anbern ©eiten. 

§. 68. 

ßrljrfttjj brS Xljalrg. Seber SBinfel im ^albfreife ifl 
ein xtiiXtt Söinfet* 
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gig. 36. 

93oraudff|}ung: 

S3oflcn ACB ifl ein §albfreia. 

Jolgerung: 

a3emei8. !Da bcr SSogen iiCi? ein §aI6freiS ift, fo muß bir 
gerabc ßinie AB ein S)urd)metTcr unb ber ^unft M, tvtläjtv bir 
^5 in jtoei gleiche Steile t^eift, ber 2JlitteIpunft bea ^reifeö fein, 
melc^em ber gegebene ^albfreia angehört. Sitl)t man nun MC, fo 
t^eilt biefe (mi) §. 27) baB S)reiecf ABC in bie beiben gleit^r^^ 
[(^enfeligen S)reiecfe .iifC mb BMC. 

3n bem glei^fd^enfeligen X)reie(fe AMC ift nat^ §. 61 

ebenfo ifl in bem gleidif^enfcligen S)reietfe 5ifC 

Z ^cjtf = z ^^^. 

unb irenn man biefe beiben ©leic^ungen nbbirt, fo er^äft man 

^ACB = Z CAM + Z ^^^• 
Sflun ma^en bie brei SBinfel ACB, CAM unb CBM, meiere biefr 
©leid^ung enthält, nat^ §. 45 jufammen jiüei recf)te SBinW au$j 
forglic^ muß Z -^^-^ fi^^ P4| genommen glcic^ ©inem rechten SBinfel 
fein, tv. j. b. rc. 

Sfnmerfung. S)er ^ier bctüiefene @afe tt>irb bem S^aleö 
gugefc^rieben, lüeli^er um baS 3a^r 640 üor (S^r. ®eb, ju 2JliIet 
geboren lüurbe unb ber ältefte unö befannte SJlat^ematifer ber 
©riechen ifJ. SJlan erjä^ft tJon i^m ferner, ba^ er ben ^fg^pteru 
?fnlcitung gegeben ^abt, bie §ö[;c i^rer ^öramiben an^ ber Sänge 
beS geworfenen ©^attenS ju be|Hmmen, njorüber ber Ä:önig Sfmajtö,. 
melc^er 3cuge baüon war, feine grope SSertPunberung unb ^n^ 
erfennung auSgefprodjen ^aben foll. Stimmt man ^ieju bm obigen 
i^m jugefdjriebenen ©afe, fo jtc^t man, auf tt?efcf)er Stufe ber 
Äinbfjeit nod) ju jener 3eit bie ©eometrie bei bm Oried&en fic^ 
befanb. S)ie bebeutenbfle ßeiflung bt^ S^aleö mar bie SBor^er- 
üerfünbigung einer totalen ©onnenfinflernif, meldte auf einen ^ag 
jtel, lüo 5flt;atte0, Äönig t)on ß^bien, unb S^ajrarea, ^önig Don 
3}tebien, einanber in einer ©cf)Iad^t gegenüberfianben. 3)iea gefc^a^ 
nadj ber neueren Don Std) (1853) geführten unb DonSfir^ (1858) 
tüieberljolten Sle^nung am 28. SJtai bea 3a^rea 584 üor S[;r. ®cb. 



tDrittrr ^bfc^niü. 
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Sel^rfa^. @inc gerate ßinie, n^etc^c axx6 bn ©pifee eines 
gteid^fc^enfctigen ®retedEö na6) btx Sülitte btx ©rimbtinie 
gejogen toixb^ jle^t re^ttrinfelig auf bn ©runblinie iinb 
SalMrt 5en SGBinfet an btx ©pifee. 

i&oraudfe^ung: 
AC = BC 
AB = BD. 

golgerung; 

i) CD ^AB 

2) ^ ACB = ^ BCD. 

aSeireiö. SRan §at 

AC = BC naij btx SSorauöfe^ung 
AD = ^D beagl. 
^ C^P = ^ CBD mi) §. 61. 

Sofglic^ ijt na&j §. 60 

A CAD =E A ^^^/ 
unb bnraud nad) §. 54 

I) /^CJ)A = Z. CDB, fc. i. CP JL AB, 
mb 2) ^ ^CD = ^ BCB, 




!. 70. 



Sel^rfo^. Sine gerabe ßinie, xotii)t aus ber ©pifee eines 
gtei^fd^enfetigen SDreierfS red^tn?intetig auf bie ©runbtinie 
gejogen njirb, ^alMrt bie ©runblinie unb btxi ®intet an 
ber ®p\%t. 



AC = BC 
CD J_ AB. 




JolfleTuitfl: 

1) AD = ÄD 

2) ^ ACB = ^ ^CD. 
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83 cm ei §. SOlan Ijat 

AC = BC mä) bcr SSorauöfefeuug 
^ ADC = ^ BDC beögr. 
^CAD = ^CBD nai) §. 61. 
gülglic^ ift nad) §. 58 

A ^^^ = A ^^^/ 
unb barau8 nad^ §. 54 

1) AD = BD 

unb 2) ^ACD = ^ BCD, 
ip. j. b. tu. 

§. 71. 

3ufa^. §IuS einem gegebenen fünfte auf eine gegebene 
gerabe ßinie ifl nur ©in ^erpenbifet miigtiij^. 

S)enn ea trürbe fonfl im t>origen .^aragrapf; jtpei üerft^ie&cne 
§albirungSpunfte bcr ßinic AB geben. 

35iefer ©a^ fann axiä) inbirect au8 §. 45 bcmiefen tpcrbcn. 

§. 72. 

Sel^rfa^. @ine gerabe ßinie, ml6)t bm flöintet an 6er 
©pifee eines gteid^fd^enfctigen !S)reietfö ^atbirt, ^albirt au^ 
fcie ©riinblinie unb jle^t re^tminfelig auf ber ©runbünie. 

SSoraudfegung: 

AC=BC 

^ ACD = ^ BCD. 

Folgerung: 

1) AD = BD 

2) CD ± AB, 

aSerocia. SOIan Ijat 

AC = BC naä) ber SSorauafe^ung 
^ ACD = ^ BCD beagl. 
^CAD = ^CBD nad^ §. 61. 

%o\qI\6) ifl nat^ §. 56 

A ^^^ = A CBD, 
tmb baraua na^ §. 54 

l) AD = BD, 

iinb 2) Z ^^^ = Z <^^^f ^' i- CD ±AB 

ID. }. b. m. 




(Dritter ^Ibf^nitt. 
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§. 73. 

Sel^rfa^. (Sine gcra&c ßinic, mlä)t in bcr SDlitte bcr 
Oriinblinie cincö glci^fc^cnfcUgcn üDrciccfö rc^ttt)infclig auf 
tiefer ©runbtinic errietet tt)irb, trifft bie ©pifec bc6 SDreiccfö. 

S3 T a u f f |{ u n g : 

AC = BC 

AD = BD 

DE ± AB. 

Solgcrung: 

DE trifft (7. 

83ctrci8. ©cfc^t D^ treffe nidjt bie ©pifee C 5t8 ^reietfa. 
Sflbann fnnn man D mit C burc^ eine gerabe Sinic DC üer6in:= 
"ben, welche t?on DE t?erfc^iebcti ift. 5Hun ^at mau nac^ §. 69 

DC ± AB. 
9f6er nac^ ber S3orauäfc|ung ifl 

DE ± AB. 

?5oIgIi(^ r;at mau in (Sinem fünfte D ber (SnmbUnie ilÄ jwei 
^erpenbifel auf biefer 8inie, weldbeö bem §. 22 iriberfpriti^t. " 

35er SBiberfpruc^ fällt nur bann weg, trenn DE mit PC ju^s 
fammenfättt, b. i. burdj bie ©pifee beS S)reietfa geljt, lü. j. b. w. 

§. 74. 

Sel^rfa^. SBenn man auö einem gegebenen gjuntte, todä)tt 
aufer^atb einer gegebenen geraben ßinie liegt, ©trauten 
na^ biefer Sinie jie^t, unb bie ßängen biefer ©trauten 
unter einanber Dergtei^t, fo ergiebt jicb SotgenbeS: 

1) 5)er fürjefie Don biefen ©trauten ifl ba& gjerpenbifet, 
tüet^eö aus bem gegebenen gjunfte auf bie gegebene gerabe 
Sinie gefällt wirb. 



SSorauöff |ung: 
AB I MN. 




— JT 



gotgcrung: 
AB<^AC. 



JBemeia folgt aua §. 67. 
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2) Sebe jtt)ci ©trauten, beten Sufpunfte auf ber gege:^ 
betten geraben ßinie flci^ gleid) mett Don bem Sufpunfte 
bed ^erpenbifetö entfernen, flnb gleich lang. 

$Borau9fr^uii$: 
AB ±]UN 
BC=BD 




Q 



W 



Solgetung: 
ÄC = AD. 



£ D jB 

aSctocia folgt aua §. 60. 

3) Seber ©tra^t ifl bejio länger, je n^eiter fein Su^punft 
auf ber gegebenen geraben ßinie jl^ üon bem fjufpunfte 
bed ^erpenbifelö entfernt. 

18orau9fr|}ung: 




O 



-JBT 



gotgerung: 



El} B 

S3etocia folgt auS §. 67. 

4) 3e länger ein Straft ifl, bejlo weiter muf fein 
gufpunft auf ber gegebenen geraben ßinie fl^ t>on bem 
Sufpunfte bed ^erpenbifelö entfernen. 

(UtnFer;nitig bcS SSorigcn.) 

M a3oraudfe|}ung: 

AB ±^MN 
AE > ^Z>. 




JE? :i> -B C 

83ett)eia inbirect au9 2. unb 3. 



JT 



golflerung: 
BE > 5Z>. 



5) ®rei gteiii^ lange ©trauten t?on betn gegebenen fünfte 
nadj ber gegebenen geraben ßinie fann e9 nid^t geben. 

a$oraudfe|}ung: 

C, D, E in 6iner ge- 
raben ßinie. 

golflerung: 

2V^ AC=::AD = AEi^ 

unmöglid). 




Dritter «bf^nttt. 45 

83 c tt) c i 8. Ocfefct e8 ^ü AC=AD = AE. 9f ua bn (Slcid^ung 
AC=AD folgt, Dermöfle beS Se^rfafeca §. 61, böß ^ilZ>C ein 
fpifcer SBinfel ifi. Sfuö ber ©Icid^ung AD = AE folgt ebenfo, 
bal ^ ilD£ ein fpijcr SBinfel iff. golgfic^ ^at mön 

wclt^eö bem Se^rfafc §. 23 roiberfhreitct. 

S)er SBiberfprud^ ^ört nur auf, wenn nid^t AC=AD = AE 
ip, w. j. 6. h). 

Sterte Üreiefks - donfttuttion. 

Aufgabe. SIu9 jtDci gegebenen (Seiten unb bem ber einen 
biefer (Seiten gegenüberüegen ben SBinfel ein ©teiecf ju 
conjlruiren. 



8«0. 40. 




®rgrbrn: 

Jtf^, PQ at8 ©eiten, 
^ iT als gegenüberliegcnb PQ. 

(Srfuf^t: 

3)a8 3)reie(f. 



Gonjlruction. 2Jtan jie^c eine gcrabc 8inie AB unb mtni^c 
iiefelbe fo lang wie bie gegebene MN, tüdijt bem gegebenen j/ x 
anliegen foff. @obann lege man im fünfte -4, al8 ©ti^eitelpunft, 
an bie gerabe ßinie AB, al8 ©c^enfel, einen 9öinW BAC g(ei(^ 
bem gegebenen ^ x. ?5erner conjhruire man au8 bem fünfte B 
al8 SJlittelpunft, mit einem §afbmeffer gleit^ ber gegebenen @eite 
PQf einen Kreisbogen FG. SSerbinbet man enbfid^ btxi ^unft C, 
in welchem biefer ÄreiSbogen btw. ©ti^enfel AC fd^neibet, mit B 
burc^ bie gerabe ginie BC, fo ifl ABC b({% gefud^te 35reietf. 

S)etermination. 35ie üerfd^iebenen ?5ätte, meldte biefe Son« 
jhruction barbieten fann, lajfen fic^ am bequemten tiberfeben, tDenn 
man auö bem fünfte B auf ben ©d^enfef AC ein ^erpenbifel 
fättt «8 fei BD, gig. 41 — 45, biefeö ^erjjenbifet. «ffabann 
eti^Slt man: 
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I. 3)cr fleflcfccne ^ a? fei ein fpl^er SBinfet. 



Sig. 41. 




gtg. 42. 




g«fl. 43. 




gtg. 44. 




gtfl. 46. 



1) 3)ic gegebene ©eite PO, tvel^e 6em 
gegebenen ^ ^ gegenüberliegen fott, fei 
Keiner, aia biefeS ^erpenbifel BD. 3ii 
biefemSaffe fommt fein 2)reie(f ju ©tanbe^ 
ober bie Aufgabe ifl unmöglich. 

2) J)ie gegebene ©eite P0, mel^e bem 
gegebenen ^a? gegenüberliegen foff, fei glcid^ 
bem ^erpenbifel BD. 3n biefem ffatte- 
entpe^t hc^^ rec^tmintelige ^Creietf ABD. 



3) X)ie gegebene (Seite P0, treibe bem 
gegebenen /^x gegenüber liegen foff, fei 
größer oX^ baS ^erpenbifel BD, aber 
Heiner al§ bie gegebene anliegenbe (Seite 
MN=AB. 3n biefem Snlle entfielen jwci 
üerfc^iebene S)rcie(f e ^ß(7 nnb ABC, tv>tld)t 
beibe ber Sfufgabe ©enüge leijien. 

4) S)ie gegebene (Seite PQ, welche 

bem gegebenen ^x gegenüberliegen 

w fott, fei gleich ber gegebenen anliegenben 

Seite MN = AB. 3n biefem 'SaUt ent=^ 

j}e[;t baa gleic^fc^enfelige S)reie* ilÄC. 




5) J>ie gegebene Seite PQ, mlä)t 

Q^^ bem gegebenen ^ a? gegenüberliegen 

Qrfoff, fei größer al8 bie gegebene 

anliegenbe (Seite MN=AB. Sn 

biefem Saffe entfielet ein 35reie(f -ABC 
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n. J)er gcflebetie ^ x fei ein rechter ober pumpfer SBinfef. 

^ier fann üon ber üorigen ?fufjä^Iung nur ber 5. gaff befielen 
Bleiben, inbem in ben üier anbern gaffen fein IDrciedf ju ©tanbf 
fommt. 

!Die ©egrünbung biefer Xeterminaticn folgt an& bem Se^rfn^e 
§. 74. 

§. 76. 

Sel^rfa^« 9Benn in jwei JDreiecfcn jwei Seiten unb ber 
&er größeren biefer beibcn (Seiten gegenübertiegenbe SBinfel 
Qegenfeitig gleich jlnb, fo flnb bie ©reiecfe congruent. 





aSorauöfejjung: 

AB = DE 

BCr=EF 

^ BAC = ^ EDF 

BC > AB, EF > DE. 

Jolgerung: 

aSetoeia. 3Jtan lege bic beiben SDreietfe ABC unb BEF fo auf 
einanber, ia^ DE auf AB fafft, b. ^. J) auf ^ unb E auf Ä, 
wert^eS möglich tfl, ba beibe Seiten na^ ber SBorau6fe^ung gleid^ 
gro^ jinb. -Sflöbann mu^ aud^ ber ©c^enfel BF ber JRic^tung 
nat^ auf ben ©c^enfel AC faffen, njeif nad) ter 5BorauSfe|ung 
^ BAC = ^ EDF if}. mm entjte^t bie grage : ob an&i ber 
^unft f in bm ^unft C faffen wirb. 

®efe|t e8 faffe F nic^t in C, fonbern in einen anbern ^nft 

bea @(^enfel6 AC, j. 33. über C ]^inau8 in G. man jie^e Äö. 

Sflabann mirb baQ S)reietf DEF ba9 ©reiec! ABG betfen, alfo 

EF = BG fein. 9fber nad^ ber JBorauafefeung i\t BC = kF. Sfifo 

ifi ciucf) BC = BQ, ober baa J)reietf ^CG ifl gleid^ft^enfelig, unb 

beai^alb oermöge bea §. 61 ^ BCG ein fpifeer SBinfet unb folglich 

fein 5ytebenn)infel ^ BCA ein flumpfer SEBinfeL Daraua aber folgt 

na^ §. 67 

AB > BC, 

unb bieö ijl ein SBJiberfpruc^ gtgen bie SJorauafefeung BC > AB. 
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3)erfelbe SBiberfpru^ würbe jum SBorfc^ein flefommen fein, wenn 
man 5en ^unft G jwifd^en A unb C angenommen ^ätte. 

3)er SBiberfprut^ wirb nur ger^oben, wenn ber ^unft G nit^t 
Derfd^ieben Don C ifl. 3n biefem IJatte btdt baB Dreiedf DEF 
DoHflönbig ba^ 35reiecf ABC, b. [;. biefe beiben S)reietfe ftnb con^ 
gnient, w. 5. b. to. 



fünfte 3)retefk0-(!ronßni(tion. 

§.77. 

Aufgabe. Stuö brci gegebenen (Seiten ein $Dreierf ju 
conjlruiren. 



»ig. 47, 



M. 



jsr 




(S)egeben: 

J»f2\r, PQ, RS ala (Seiten. 
J)aS S)reiedf. 



(Sonftruction. SUlan jie^e eine gerabe ßinie AB unb mad)z 
biefelbe fo lang wie bie gegebene MN. ^l^bann conflruire man 
au8 bem ^^unfte A, ala SDtittelpunft, mit einem §albmeffer gleich 
ber gegebenen (Seite PQ einen Äreiabogen FG. ^ferner conflruire 
man aua bem fünfte B, ata SJUttefpunft, mit einem §albmeffer 
gleich ber gegebenen (Seite RS, einen Äreiabogen HL SSerbinbet 
man enbfi^ benjenigen ^unft C, in weld^em biefe beiben Äreia^ 
bögen einanber fc^neiben, mit A unb B bnxä) bie geraben Sinien 
AC unb BC, fo ip ABC baa gefuc^te S)reietf. 

Determination. 3)ie (Sonffruction ijl nur möglich, wenn 

bie brei gegebenen (Seiten MN, PQ unb RS ben beiben ©ebingungen 

(Senüge leiften 

MN + PQ> RS, 

MN-'PQ<^RS. 
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3. S3. wenn jWei ©eiten eines ©reietfa ju 6 unb 11 gn^ wilt 
fürlic^ gegeben fmb, fo mu^ bie britte @eite Meiner als 17 unb 
größer ala 5 gu^ genommen werben, wenn au8 biefen brei (Seiten 
«in 3)reie(f ju ©tanbe fommen foH. Der @runb ^ierDon liegt in 
btn beiben folgenben Se^rfäfcen. ^ 

§.78. 

Sel^rfalf. 3n Jebem ©reierfe ifl bie (Summe \t jweier 
(Seiten gröfer ate bie britte (Seite. 

SBoraudfelung: 

AB, BC, AC bilben ein Dreietf. 

golgrrung: 
^ D AB-^-BC^AC. 

83ewei6. Um bie (Summe AB-^BC in giner geraben ßinie 
tarjuffeffen, Verlängere man AB über B I;inaua unb mati^e bie 
ajerlängerung BD = BC. (Sobann ijl AD = AB + BC. 

3ie]^t man nun bie gerabe Sinie CD, fo entfler;t baa gleid^fti^enfefige 
®reietf BCD, in weld^em man nac^ §. 61 Tjat 

^ BCD = ^ BDC. 
^ber ^ BCD if? nur ein S^eil beS Z ^^^. ^ffo 

^ ACD > ^ ^DC. 
3)iefe beiben SBinfel fmb nun SBinfel bea ^)reie(fa .iDC, unb trenn 
man barauf ben ßel^rfafe §. 66 anwenbet, fo wirb 

AD > AC, 
b. i. .45 + ^C > AC, 

tt). g. b. w. 

Sfnmerfung. SJtan betreiat biefen fieljrfa^ fjäufig auf eine 
Söeife, bie if;rer Äürje iregen l^ier not!^ erwä[;nt werben mag. 

3wif^en ben beiben fünften A unb C ift^ ber fürjcfte SBeg bie 
gerabe fiinie AC. 3eber anbere 9Qeg if? länger, alfo auc^ j. 85. ber 
2Beg Don .4 über B naä) C, b. ^. ber 9Beg AB + BC. Solglid^ 
'^at man ^5 + ^^ > ^^/ w. j. b. w. 

33iefer SSeweia Ijat bie befon&ere ©igenfc^aft, ba^ er fid^ nid^t 
auf vorhergegangene (Sä^e ber Planimetrie, fonbern auf einen 
eigent^ümlid^en (Srunbfa^ fHi^t, welker lautet: „35er fürjefte SBeg 
jWifc^en jWei fünften ift bie gerabe Sinie''. @o einfad^ nun auc^ 

©Ittflfln'a erem.-anat§fmQtir. I. »5. 2. «fbt^Ifl. 4 
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biefer ©runbfa^ ifl unb fo Uiäjt er t)on iebennatm }ugeflanben 
wirb, fo barf man boäi nic^t in einer wijfenf(i^aftlid)en ©eometrie 
gen^ijTen ^Beweifen }u ©efaOen neue ©runbfä^e einfahren, unb bed» 
\)alb fle^ört jener 83e»fi8 nid^t ^ierljer. STut^ flnbet er ftc^ nid)t 
bei euüibee. 



§.79. 

Sel^rfa^. 3n iebem ©rcierfe ifl bie S)ifferenj Je jwticr 
©eiten ficiner atö bie britte (Seite. 



{Borau9fr|}ung: 

AB, BC, AC bilben ein 3)reie(f. 

golgerung: 
AB — BC<i AC. 

33eweia. Um bie 2)ifferenj AB — BC in (Sincr gcraben ßinie 
barjufletten, fc^neibe man auf AB non B aua eine Sänge BE=^BC 
ab. Sflebann ift AE^AB-- BC. 

3ie^t man nun bie gerabe i^inie CE, fo entfielt ia^ gleit^fdjenfelige 
S)reietf BCE, in tDefdjem na^ §. 61 bie 2Binfef a\\ ber ®runb:s 
Knie CE gleid^ gro^, unb mithin fpifee 3Binfet fmb. golglid^ ifl: 
^ ilEC als Sflebenttjinfcl eines fpi^en SBinfela ein pumpfer SBinfel. 
©iefcr SBinfcI ijl nun ein SBinM beö X>reie(f8 AEC-^ man ^at 
alfo mit Sfnmenbung bce §. 67 

AE < AC, 

b. i. ^B — ^C < AC, 

to. j. b. IV. 

§. 80. 

Sel^rfa^. SBenn man über einer gemeinfd)afttic^en ©eitt 
jirei ©reierfe conflruirt, t)on benen baö eine ha^ anbere 
ximfd^ tieft, fo ifl bie (Summe ber nidjt gemeinf^iaftlic^en 
©eiten in bem umf^Iiefenben ©reierfe gröfer ate in bem 
umfc^Iojfenen. 
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S^orattSfe^nng: 

A ABC umfc^Iicf t A ABD. 

Jolgernng: 
ilC -f CjB > iiP + DB. 

©eweiö. 9Jlan Deriängcre AD bis E. Sttöbann ifl nai) 5cm 
ge^rfflfcc §. 78 

ilC + C£ > ^ 

iinb ebcttfo 

lW5^+ EB > DA. 

3Darau8 folgt burdi ?fbbition . 

i4C+ CjB +'»^> AE + DB, 
unb wenn man ^ierDon bie ibentifc^c ©teidjung I>Ä = !>£ fub:? 
tral^irt, fo ergicbt jtd) 

.4C + CA > .iD + DB, 

^nmerfung. 3)icfcr ßc^rfafe ifi ber cmfad^ffe Sali einc8 Diel 
aHßcmeinercn @afce9, tocidjer in ben fpäteren Steifen ber ©eomctric 
^Äufig gebraucht wirb, unb weldjen Sfrc^imebea in feinem Sui^e 
über bie Ä'ugef auabrüdft, wie folgt: 

„aßenn üon jwei ßinien, welche einerlei ©nbpunfte baben unb 
t\aä) einerlei @eite ^ot;! fmb, bie eine bie anbere ganj umf^Iieft, 
fo ifl bie umfd^liefenbe 8inie größer al8 bie umfc^Iojfene. 
®a8 SBort ßinie wirb ^ier in bemfefben allgemeinen ©inne ge-^ 
»tö. 51. nommen, wie im §. 2 9fnm. ©0 ifi j. 85. 

^ bie gebro^ene 8inie ACDEB, gig. 51, 

jg länger als bie frumme Sinie AFB, unb 
^^_^_ \^ biefe wieber länger ala bie gebrochene ßinie 

•^ -^i ^QB^ §f(Ie biefc ßinien fmb nac^ einerlei 

(Seite l^o^I, nämlit^ fie wenben fämmtlic^ ibre ^ol^le @eite naä) 
ber geraben ßinie AB f)\n. 

§.81. 

Sel^rfa^. SGBenn in jwei ©reierfen jwei ©eiten gegenfeitig 
ßlei^, bie Don biefcn ©eiten eingef(|toffenett SEBinfel aber 

4* 




52 



^(animrtnr. 



unglci^ ftnl), fo ifl blc britte ©citc in bcnijicmgen t)on 
bcibcu ©reicrfen bie fltößere, in n?ct^em bct cingcfc^toffcne 
SGBinfel bcr größere ijl. 



»10. 52. 




JBD 




S3otaudfr|}ung: 

AB = DE 

AC = DF 

^ BACy ^ EDP. 

Folgerung: 
BC > EF. 



Sifl. 53. 




JBetüeie. SJtan lege bie beiben Xirciccfc ABC unb DJSF fo auf 
cinanber, bnß eine ber gleiti^cn ©eiten jufammenfättt, j. 85. DE 
auf -4^, b. ^. D auf ^ unb £ auf B. Sflöbann mu^ bie ©eite 
DP innerljalb fceS SSBinfcia BAC fatten, ireil na^ ber a3orau8:= 
fefcung ^BAC> /^EDF x^. 68 critpe^t nun noi^ bie gfrage, 
tpo^in ber ^unft F fallen tüirbj I;ier lajfen jit^ brei gätte unters= 
[treiben. 

1) 35er ^unft F falle innerhalb be8 
35reie(fa ABC in G, ??ig. 53, fo ba^ 
A 1>£F bie Sage ABG annimmt. 2fr6= 
bann ifl nac^ bem üorigen 8el;rfafee 
AC + BC';:>AG + BG. 



Sfber in Bolge bcr SSorauSfefcung ift 

AC = AG, 

unb wenn man biefe ©leiti^ung üon bem SSorigcn fubtral^irt, fo 

bleibt 

BC > BG, 

b. i. BC > JEF, 



2) S)er ^unft F faffe in bie (Seite BC 
in H, gig. 54, fo ba^ A DEF bie Sage 
i4Piy annimmt. SflSbann jeigt fic^ un^ 
mittelbar au8 ber Sfigur, ha'^ 

BC > BH, 
B b. i. BC > EF, 




to, }• b* tt). 
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?»9- ö5. 3) 5)er ^unft F falle außerhalb bc8 

3)reictfö ^^C in /, gig. 55, fo baß 
A DEF bie Sage i4Ä/ annimmt. ?ne= 
bann finbct man bnrd) jtücimalige ?ln^ 
mcnbung bcS SetjrfafceS §. 78 

.^ ^ä: + ifc > AC 

BK + A7 > BI 

unb baraii8 burc^ Sfbbition 

Al-^-BC^AC + BI. 

Sfber in golge ber SSorauöfe^ung ift 

iinb wenn man biefe ©leii^ung üon bem Vorigen fubtra^irt, fo bleibt 

BC > Bl, 
b. i. BC > £F, 
it). j. b. tt). 



§. 82. 

ßel^rfa^« ^txvx in iWel ©reierfen jwei (Seiten gfflcnfeitig 
ßtei^ finb, bie britte Seite aber in beiben JDreicrfen ungtei^ 
ifl, fo ifl ber l)on btxi erfleren beiben ©eiten eingefd()Iojfene 
Sßinfet in bemjenigen ©reiecfe ber größere, in »ctc^em bie 
britte (Seite bie größere iji- 

(Umfel^rung bt^ vorigen Se^rfa^eS.) 
gtg. 62. 

lBorau9fr|}un0: 
^ AB = DE 

AC = DF 
BC > EF. 




31> 




golgerung: 



j^BAC';> ^EDF. 

SSemeia. ©efefet eS fei xxiijt ^BAC^ ^EDF, fo fönnle 
entroeber ^ Ä^C = ^ EDF, ober Z ^^^ < Z ^DF fein. 

Sm erften Saffe, iro ^BAC = j/EDF angenommen mirb, 
müßten nac^ bem ße^rfafte §. 60 bie beiben 3)reie(fe ABC unb 
DEF congruent fein, alfo auc^ BC = EF. a)iea »iberfhreitet aber 
ber aSorauöfefeung, mo BC > EF ijl. 
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3m jhjeiten galle, mo j/^BAC<^ ^EDF angenommen wirb, 
mürbe au8 ber Sfnmenbung be8 üorigen ße^rfafceS §. 81 folgen, 
ba^ BC < EF ift. 3)ieö wiberjheitet aber ebcnfaffS ber SBorauö^: 
fefcung BC > EF. 

2)Fr Söiberfprut^ wirb aufgel^oben, wenn man fefct 

^ B/IC > ^ EBF, 

w. }. b. w. 



§. 83. 

r" Sel^rfa^. 9Benn in jwci ©reierfen bie brei ©eiten gegen^ 
fcltig gtei^ jlnb, fo jlnb bie ©reierfe congruent. 



»ig. 56. 




E 



SBorauöfe^ung: 
AB = J)E 
AC = DF 
BC = EF. 

A ABC = A J>EF. 



aSemeie. 3Jlan (ege bie beiben S^reietfe ABC unb DEF fo auf 
einanber, ba^ DE auf AB fättt, b. ^. P auf ^ unb E auf i?, 
welti^eS mögliti^ ip, ba beibe (Seiten nac^ ber 83orau8fcfeung ßleic!^ 
gro^ fmb. Sfföbann entfielt junäc^ft bie weitere ?5rage, ob anä) 
bie ©eite DF auf AC faHen wirb. 

©efefet e8 falle DF nit^t auf AC, fonbern in eine anbere üon 
A auSgeljenbe 9tid^tung, j. 85. au^er^alb be8 SöinfelS BAC in AG, 
fo ba^ AG = DF = AC ift. 3iel?t man BG, unb wenbet auf bie 
beiben ©reietfe ABC unb ABG ben §. 81 an, fo folgt 

BG > 5C. 

?fber jugleic^ bedft ba^ S)reie* DEF ba^ 3)reic(f ilPGf, fofglit^ ifl 
EF = J?(7 unb mithin aut!^ 

EF > PC, 

waa ber SBorauafefcung BC = EF tvibtx\fxi6;)t. 

35erfelbe SBiberfpruti^ würbe erft^ienen fein, wenn man angess 
nommen ^ätte, bie (Seite DF falle innerhalb beö SBinfela BAC. 
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S)er aBiberfpruti^ ^ört nur auf, wenn DF auf AC fällt. 3n 
Jiefcm gaffe bedft fcaS Dreiedf PÄF toffflänbig baö 3)reiedC i4Ä(7, 
b. \), 5iefe beiben DreiedCe finb congruent, tv. j. b. w. 

«fnmerfung. 3)ie fttnf Sc^rfftfee §§. 56, 58, 60, 76 unb 83 
werben bie fünf Songruenjfä^e be8 2)reietfa genannt. 3)ie 
Sfnja^f berfelben rebucirt firf| auf üier, wenn man nat^ ber Sfn^s 
merfung ju §. 58 bie beiben erffen biefer ©ä^e in einen einjigen 
gufammenjier;t. 




Aufgaben fibrr ia$ Dreirifc. 

§.84. 

Aufgabe. ?fn eine gegebene gerabe ßinie in einem ges 
flebenm fünfte berfelben einen gegebenen SBinfel ju tragen- 



Ergeben: 

ßinie MN mit bem fünfte A. 

^ _g, N" ^x an MN in A. 

Gonftruftion. 3Jlan conftruirc au8 bem (Sc^citelpuntte J? beö 
Z ^f ^lö ajlittelpunft, mit einem beliebigen §albmeffer BC jtt)if(f)en 
ben ©c^enfeln biefea Söinfela btn S3ogen CD, unb au8 bem ge- 
flebenen fünfte ^, al8 2JtitteIj)unft, mit bemfefben ^albmcffer ben 
SSogen JEFj jiefje CD 5 unb mit einem ^albmejfer gleich CD con- 
^niire man auS E, al9 SWittelpunft, bm Sogen GH. SSerbinbet 
man fobann A mit bem Xmr^fd^nittSpunft / ber 83ögen EF unb 
€H bmä) bie gerabe ßinie AI, fo ift ^ /^iS ber gefuc^te SBinfel 

2)er aSeireie folgt, wenn man EI jie^t, au8 §. 83. 

§. 83. 

Aufgabe. 3u einer gegebenen gcraben ßinie burci^ tinen 
gegebenen §)unft eine §)arattele ju jie^en. 
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begeben: 

ßinie MN, 
^unft A. 

parallele 511 ilfiV buv^ A. 

ßonflruction. 9Jlnn confhruire au8 htm gegebeneu ^pimfte 
A mit einem beliebigen, jebod) l)inreic^en5 großen C^^Ibmeffer AB 
bzn 83ogen BC, unb au8 ^ mit bemfelben ^albmeffer ben 83ogen 
AB'^ jiel^e AD] unb mit einem §albmeffer gleich AD conjhruire man 
au8 B ben Sogen EF. SSerbinbet mau fobanu A mit bem S)urd^i: 
• fd^nittöpuufte G ber ^©ögen -BC unb EF burti) bie gerabe Sinie AG, 
fo ifi biefe bie gefuti)te ^araMe ju MN. 

3)er 83eit)ei6 folgt, nadjbem man BG gejogen \)at, aua ben 
§§. 83 unb 37. 

Sfnmerfung. 3n btn p(animetrif(f)en 3ei^nungeu trirb biefe 
Sfufgabe einfacfier burcb §ülfe eines ^öljernen redjtminfeligen S)reiecf§ 
gelöp, welches man läugö einem gernben fiineale fc^iebt. 

§. 86. 

${ufgaBe« @inen gegebenen SBinfel in jtret gleite X^titt 
iu t^eiten. 

Jifl. 69. 

Ergeben: 
^BAC. 

ßouflruction. SJlan conpruirc au6 bem ©djeitelpunft -4 beö 
gegebenen SBinfefS mit einem beliebigen ^albmeffer jtt)ifc[)en bm 
©t^enfefu biefeS SBinfelS ben SSogen BC^ unb barauf au8 B unb 
C mit einerlei, jeboti^ r;inreic[)enb großem §afbmejfer jtrei 83ögen, 
irelt^e jic^ in D fc^neiben. 3ie^t mau fobanu AD, fo ift foiro^I 
^ 2>i4C ala ^ DAB bie gefuc^te §älfte üon Z ^^^• 

3um SSeireife jiefje man fii>unb CD, unb wenbe §.83 an. 
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§.87. 

Aufgabe, ©inen gegebenen regten 9Binfe( in brei gleiiä^e 
Steile ju t^eiten. 



gig. 60. 




®f geben: 

^ BAC = 3t. 

(Sefut^t: 

1 Z s^C' 



©onjlniction. Solan conPruire aua bem ©c^eitcfpunfte -4 
fceS flegebenen rechten SBinfelö mit einem, beliebigen §albmejfer 
jirift^en ben ©d^enfelu biefeS 2Binfel8 ben S3ogen BC, unb barauf 
mit bemfelbcn §albmeffer nu8 B btn Sogen ^ unb anB C bm 
S3ogen -4E. 3icf;t man nun AD unb AE, fo ifl jeber ber brei 
SQJinfel BAE, EAD unb DAC ein S)rittel beS gegebenen rechten 
SBinfefe BAC. 

Der 33 e weis folgt, nad^bem man BD unb CE gejogcn, au9 §. 62. 

Sfnmerfung. Die Sfufgabe, einen beliebigen SBinfel in brei 
gleiche %[)ÜU ju t^eilen (Trisectio anguli), welche bie ©rieti^en jur 
3eit ^Iaton6 üiel befc^äftigt unb tnegen ir;rer ©c^trierigfeit eine 
getüijfe SSerü^mtl^eit ert;alten ijat, fann burc^ bie §ülf8mitte[ ber 
elementar s:@eometric allein n\i)t aufgelöft »erben. 



§. 88. 

Aufgabe. @ine gegebene gerabe ßinie in jwei QUxäjt 
Xf)tiU JU t^eiten. 




begeben: 

ßinie AB. 

©efucijlt: 
\ AB. 



-i 
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gonjlruction. 2Jlan confiruire au9 Ä unb B mit einerlei^ 
]cbo(^ Ijinrcidicnb großem §af6mcf]"cr jtrei SSöflcn, lüdd^e fic^ in 
C unb P burc^fti^nribcn, imb jicr;c CD. 35cr ©c^nittpunft £ t^citt 
fobann bic gegebene gerabe ßinie AB in bie beiben gleichen Steife 
AE unb ^jB. 

3um 33 e m e i f e jicl^e man ^C, BC, AD, BD^ unb wenbe bie 
§§. 83 unb 60 an. 



§. 89. 

Aufgabe. 3n einem gegefeenen fünfte einer gegebenen 
fleraben ßinie ein ^erpenbifet auf biefer Sinie iu errieten. 



(begeben: 

ginie MN mit bem fünfte A. 

^erpenbifef auf MN in A. 

Sonftructicn. SJlan trage an^ A auf MN bie beiben gleichen 
9f6f(^nitte AB unb AC aif unb confiruire barauf aua B unb C 
mit einerfei boä) ^inreiti^enb großem ^afbmeffer jiüei 335gen, tvtlijt 
[\ä) in D fc^neiben. 3ie^t man nun AD, fo ift bicfe ßinie ba8 
gefuti^te ^crpenbifet. 

Xer 58 e tt) e i 8 folgt, ttienn man BD unb CD ixdjt, au8 §. 83. 




§. 90. 

Aufgabe. 3n bem @nb^)un!te einer gegebenen geraben 
ßinie ein ^erpenbüel auf biefer ßinie ju errid^ten. 



g!0. 63. 




begeben: 

ßinie AN. 

®efuc^t: 

^erpenbifel auf AN in A. 
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Sonflruction. 9fuö einem beliebigen au^er^afb AN anges 
nommenen fünfte B conjhruire man mit 5em ^afbmefTer BA ben 
Sogen CAD, jie^e CB, unb üerlängere biefe Sinie über B ^inauS, 
6iö pe ben föogen in D trifft. 3iebt man nun AD, fo ifi biefe 
8inie ia^ gefachte ^erpenbifef. 

®er aSeweiS folgt au8 §. 68. 



§. 9t. 

9(ufgaBe. Stuö einem ßegebeneu fünfte auf eine gegebene 
flerabe fiinie ein ^er<)enbifel ju fallen. 



begeben: 

Sinie MN. 
^unft i4. 

©efuc^t: 

^erpenbifef auf i»ri\r auö A. 




6onflruction. 2Jlan conftruire auö A mit einem beliebigen, 
ieboii^ ^inreit^enb großen §albmejfer einen SSogen BC, toefc^er bie 
ginie MN in B unb C fdjneibet, unb barauf au8 B unb C mit 
einerlei, Jeboc^ gleit^fallS ^inreic^enb großem ^albmeffer jtoei 855gen, 
»elt^e einanbcr in D burd|fiJ)neiDen. 3ie^t man nun AD, fo ifl 
äE ba^ gefud^te ^erpenbifel. 

3)er83ett)ei8 folgt, nac^bem man ^i5, AC, i?P unb CD gejogen, 
au8 ben §§. 83 unb 60. 

Sfnmerfung. 3n ben jjfanimetrifj^cn 3ei(^nungen mcrben 
biefe brci festen Aufgaben §§. 89—91 einfacher burc^ |>ü[fe eines 
l^bfjernen re^ttoinfeligen ®reiedf8 geföfi, roefd^eö längö einem geraben 
Sineale gefc^oben mirb. 
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SSom SSierctf, 



§. 92. 

©rflärung, ©InSSieredE i{l ein burd; biet ^ä) \^nti^ 
btnbt gerabe ßinien iimgrenjter S^eit einer @6ene- 

3)n8 aSicreä Tjnt 4 Sdfpunfte, tüeftfje j;narlüeifc einanber gegeiu 
überfiegeu. ®benfü 4 ©citen, tüefdje pnartüeife einanber gegen^ 
überfiegen, unb 4 SBinfet, meiere jjanrmeife einanber gegenüber=^ 
liegen. 

§. 93. 

grflfirung. Unter einer SD iagonale üerjte^t man eine 
gerabe Sinie, ml6)t jtvei @tfpun!te einer Signr uerbinbet, 
o^ne ©eite ber Sigur ju fein. 

3m JBieredE jinb jwei diagonalen mögtid). 

§.94. 

ße^rfa^. 5S5ie ©umme aßer SBinfel eines SSiererfS ifl 
gtei^ 4 regten Sßinfetn. 

Botaudfe^ung: 

.4i?CD ift ein SSiered. 

golflerung: 

83ett)ei8. SJlan jie^e eine 3)iagonafe AC, mlijt baQ SSieretf 
in jwei ©reiedfe ABC unb ADC jertegt. 3n biefen beiben 35reu= 
etfen ijl nac^ §. 45 

^ C^^ + ^ ABC + ^BCA = 2m 
^ CAD 4- ^ ^PC-I- Z'^C'i4 = 2 31 
unb burd) 9(bbition biefer beiben ©lei^ungen wirb 




\ 
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Das paraUd08ramin. 

§. 95. 

@rflärung. Unter einem ^araUerogramm Derfle^t 
man ein SSlererf, in n^et^em jebe jn^ei flegentibertiegenbe 
©eiten paxaUd flnb* 

SJlan flcbraud|t ba^ 3eid^en / 7 für ^araffctogramm. 

§. 96. 

Sel^rfo^* 3n einem Parallelogramm fmb jebe jftjei 
flegeniiberüegenbe SBinfet gteid^ grof. 

Sin. 66. 
j^ ^w J8orouöff|iunfl: 

^ ^ " ABCD ijl ein ^arattefcgramm. 

goCgetung: 
^ P^Ä = ^ DC5 

85 e tu ei 6. ^aä) §. 42 ifi, lüenn mau AV mt Sranabcrfalc 
önjie^t, 

Z.J>^ß + Z. ^^^ = 2 9t, 
unb trenn man DC mie Sran9t>erfale anfielt, 

SfuS 6ei5en ©leid^ungen fofgt 

^ D^Ä + ^ ADC = ^ ^DC + ^ DC5, 
unb barauS, inbem man auf beiben (Seiten ^ ADC fu6tral;irt, 

^ P-45 = ^ DCi?, 

U). }. b. tt). 

Stuf biefelbe Söeife t;at man 

Z. ABC + ^ DGB = 2 91, 

• unb 

^ BGB + ^ ^DC = 2 9t. 
golglit^ 

^ ^ÄC + ^ DGB = ^ D(;5 + Z ADC, 

unb barau8 
to. }• b. tt). 
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§. 97. 

Sel^rfa^* 3n einem ^atallelogramm jinb \tbt )Wei 
gegenüberlieflenbe Seiten fllei^ groß. 

aSorauftfe^ung: 

ABCD ifl ein ^araHefoflramm. 

Solgrtung: 
AB = DC 
BC = ÄD. 

aScmeiö. SJlan gie^e eine Diagonale AC. JBctrati^tet man 
biefelbe roie Sranöoerfafe, fo f)at man nac^ §. 40 

2, BAC = ^ ACD, 
^ BCA = ^ CAD, 
unb toenn man ^ieju bie ibentift^e ©feic^ung 

AC=AC 
nimmt, fo folgt naä) §. 56 

/^ ABC = /S ADC, 
unb barau6 nad| §. 54 

AB = I)C 
BC = AD, 
tv, j. 6. tt. 

§. 98. 

Sel^rfa^. SBenn in einem aSieredE jebe jwei gegenüöets: 
tiegenbe SBinfel gtei^ grof fmb, fo ifl 5a8 58ietetf ein 
^araHerogramm. 

(Umfcr;rung beS 8e^rfafec9 §. 96.) 

5*9- 66- aSotauöfejjung: 

j. ^a /:dab = ^dcb 

' ^ Z^C = ^ADC. 

m 

Solgeruna: 

ABCD ifl ein ^araffelogramm. 

S3en}ei0. ?fiiö bm beiben gegebenen ®Ieiti)ungen 

^ DAB = ^ PCZ? 

folgt burtf) STbbition 

^ 2>^i? 4- ^ ^jffC = ^ DCB + ^ ADC) 
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unb ba naij §. 94 bie @umme ber t?ier äBinlel^ roe^e in biefer 
©Icie^unfl enthalten ftnb, 4 91 beträgt, fo mu^ 

2, I>ÄB + ^ ABC = 2 91 

fein, tcoraue nad) §. 39 folgt 

BC Q i4P. 

(gbenfü auö bcn bciben ©leic^ungen 

^ DAB = ^ DCB 
^ADC = ^ÄBC 
fofflt bm6j ?fbbition 

^ p^ -f. ^ .1PC= ^ PCB + ^ ^FCj 

unb beS^afb mu^ au§ bcmfcfbcn Orunbc wie uorijin 

^ Pi^jff + ^ ADC = 2 91 

fein, trorpuS imc^ §. 39 folgt 

AB II DC. 



3)ie bciben SSebingungen i?C || AD unb -4J? U PC aber mad^en, 
rxad) §.95, baS SBieredf ABCD ju einem Parallelogramm, tr. j. b. ». 

§. 99. 

Sel^rfa^« SBcnn in einem SSicrerf jebe jtDei gegenüber^ 
liegenbe (Seiten gtei^ grof fmb, fo ift ba& SSieredE ein 
^arattetogramm. 

(Umfe^rung beS 8ef;rfafceö §. 97.) 

^i? = PC 
BC = AD. 

Solgrrung: 

^ÄCP ift ein ^arattefogramm. 

S3eiüei§. SJlan jie^e eine 3)iagonale AC. STuö btn beiben 

gegebenen ©teit^ungen 

AB = DC 

BC=AD 

mit Bujie^ung ber ibentifd^en (Steigung 

AC = AC 

folgt nac^ §. 83 

/SäBC = ^ ADC, 
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unb r;icrau8 ift naij §. 54 

^BAC = ^ ACB, mithin mi) §. 37 i45 || PC^ 

®ie bcibcn S3cbingungcn AB || PC unb i?C7 1| ÄD aber machen, 
ttat^ §. 95, baa SSicretf i<5C2> ju einem ^araHefogramm, tr. j. b. tt). 

§. 100. 

Sel^rfa^. Sßcnn in einem 83ieredE jtvei gegenüberliegenbe 
©eiten gtei^ grof unb parattet ftnb, fo ifl baö aSieterf ein 
^arattetogramm. 

AB = J>C 

AB II PC. 

golgerung: 

^i?CP ift ein ^araMogramm. 

58 enteis. 9Jtan jiet^e eine 3)iagonaIe AC, Sffabann [;at man 

^j? = j)C nac^ ber S5orau8[e|ung 
AC=AC 
^ BAC = ^ ACD mä) §. 40, 

folgli^ naij §. 60 

unb ^ierau8 ift nac^ §. 54 

^BCA = Z, ^^^/ wiit[;in nac^ §. 37 BC U i4P. 
®ie beiben ffiebingungen AB \\ DC unb BC \\ AD aber mad)en, 
nac^ §. 95, baS SSieretf ABCD ju einem Parallelogramm, tt). j. b. tt). 

§. 101. 

Sel^rfa^. ®ie beiben ©iagonatcn eines ^arattetogramntö 
l^atbiren einanber. 



93 r a u d f e I u n g : 

ABCD ifl ein ^arallefogramm, 

Folgerung: 
AE = EC 
BE = ED. 




AB = DC naäi §. 97 
^ EilÄ = ^ £CD xiai) §. 40 

folflfi^ tiac^ §. 56 
imb baraud 

ID. j. 0. tD. 

§. 102. 

Sel^rfa^. SSBenn in einem aSieredE bie beiben SDiagonaten 
einanber fatbiren, fo iji bai aSiererf ein ^arattetogramm. 

(Umfc^ruufl beö l?orifleu ße^rfafeeS.) 

Sig. 68. 

SBoraudfe^ung: 
^E = EC 
BE = ED. 

Jolgerung: 

ABCD ifi ein Parallelogramm. 

©emeia. 2Jian Ijat 

1) ilE = EC 2) ^E = EC 

BE = ED DE = EB 

^ AEB = ^ DEC ^ AED = ^ BEC (§. 25.) 

folglich nad^ §. 60 

/S AEB = ^ PJBC ^ ^ED = A ^^C^ 

tinb baraud 

AB = DC AD=^ BC. 

2Jlirt;in ifl nad^ ^. 99 ia^ SSieredf ^5CP ein ^araaefogramm, 
to. j. b. nj. 

§. 103. 

ßrllaruttg- @in ^arattetogramm n?irb ein ^^^^U^ 
gmannt, n^enn ein SBinfet beöfetben ein redetet Sßinfet ijl. 

@in ^atattelogramm n^itb ein 9l^ombu g genannt, tDenn 
3tt)ei jufammenjlof enbe ©eiten beöfetben gtei^ grof jinb. 

@in ^arattelogramm n^irb ein jQuabra t genannt, wenn 

«Bittfltin*« €Crm.-anat^ematir. 1. 93b. 2. irbt^fg. 5 
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ein SGBinfet beefctbcn ein rechter SBinfet iji unb jWci ju^ 
fammcnjloßcnbc ©citcn qUH) groß flnb. 

SBeitcr unten mirb ein Slec^tedf, in tvtlijtm AB unb AD jwei 
jufammenfioßenbe ©eiten jinb, abgefürjt burtj^ CZD AB. AD, unb 
ein Cluabrat über ber Seite AB abgefürjt burtj^ D AB bejei^net. 

§. 104. 

3ufafe. 3m gie^ted f fmb alle »lerJBinfet re^te SBinfeL 
3m 9l^ombu6 fmb alle »ler @Hten j teid^ groß. 
3m Sgobrat fmb atte »ier aSIHfe Trec^tc SBinfe t unb 
oOc ©eitim gtei^ grof . 

3)ie8 fofgt burtj^ Susie^ung ber oben nadigetoiefenen affgemeinen 
gigenft^aften ber ^araffelogramme. 

Sfnmerfung. Sin Sled^tedf, b^^tn jufammenflo^enbe ©eiten 
iinglei(^ fmb, wirb ein Dblongum, unb ein ^araffelogramm 
mit [(Riefen SBinfefn, bejfen jufammenfloßenbe Seiten ungleich ftnb^ 
ein Sl^omboib genannt. S)iefe Benennungen fmb inbe^ feltener 
im ©ebrauc^. 

§. 105. 

ße^rfafe. 3n Jebem fRt6)Uä jlnb bie beiben ©iagonalm 
gtelc^ groß. 

aSotaudfej^ung: 

ABCD ijl ein 9led^tedf. 

golgetung: 
AC = BD. 

X)er as e nj e i 6 ergiebt fic^ bnxij (Songruenj ber beiben 35reierfe 
ABC unb ABD mä) §. 60. 

§. 106. 

ßel^rfa^. 3n jebem Sl^ombuö flehen bie beiben SE)iago=s 
naten auf einanber re^twinfetig, unb ^atbiren bie SBinfct 
bee Sl^ombuS. 

5«9- 70. »orauÄfefeuitfl: 

j)^___ ^.^ ÄBCD ift ein 9l[;ombua. 

golgerung: 
Z ABB = 91 
^ BAE = ^ DAE. 
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a>r ©cjüciö ctflicbt ^äj buxi) bit gigcnfti^aften 6e8 glcid^:^ 
fc^enfeligen S)reiedrd ABD mi) §• 69. 

§. 107. 

3ttM* 3tn Cluabrat flnb blc Uibtn ©iaflonatcn gtei(^ 
groß, liefen auf einan&cr tcc^trüinfclig, unb ^altiren bit 
SEBinfrt 5c6 Cluabrate. 



3n bcm Quabrat ilBCD iji 
AC=BD 
^AEB = fft 
Z, BAE = ^ D^E. 



Illa0 QTrapri. 

§. 108. 

@rf[arung. Unter einem 5£rapej öerfle^t man ein 
aSiererf, in mli)tm jtt)ei gegenüberftegenbe ©eiten ^?arattel, 
xinb bie anberen beiben ©eiten nid^t paxaüd jlnb. 

I)ie beiben paxaUtkn (Seilen finb überbiea ungleitj^ lang, wegen 
§. 100. 

§. 109. 

@rf[arung. @in 5£rapej n^irb ein gteic^f^enfelige« 
S^ra^^ej genannt, n^enn bie beiben ni(|t ^jaratteten Selten 
beöfetben qUx6) grof finb. 

§. HO. 

Sel^rfa^. 3m gteic^fd^enfetigen Srapej finb bie SÖinfet 
an jeber ber beiben paratteten (Seiten gteid^ grof. 

Stg. 72. JBorauÄfelung: 

j^ _ rf ABCD ifl ein glei(^f(f|enfelige8 Srapej. 

gotgcrung: 

^ADC=Z,^^J>* 

5* 
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93ewet9. Sftan )ie^e CE\\DA. ^Ttdbann ifl AECD ein ^ar^ 
aIIe(ogramm, in we(^em man nad) §. 97 f)at 

EC = AD. 

?f6er »eil Dermöge btv aSorauefefeung AD = BC i% fo folgt weiter 

EC = BC 
b. ^. baB S)reietf £PC ifl gleit^fd^cnfefig. 3)araue ergiebt fid^ 
mij §. 61 

folglit^, weil mif §. 41 ^P.1^ = ^C£J? ifl, 

w. j. b. w. 

gerner fjat man nad^ §. 42 

^ P.1P + ^ i^PC = 2 3t 
^CBA-i-^ BCD = 2 91 

woraud folgt 

^ p^p + ^ ADC = ^CBA-\' ^ BCD'j 

xinb wenn man üon bicfer ©feid^ung 5ie fo eben bewiefene ©lei^ 
c^ung ^ P^ = ^ CBA fubtra^irt, fo bleibt 

^ ADC = 2, ßCD 

w. }. b. w. 

§. 111. 

Sel^rfa^. SBcnn in einem Xxapti bic SBinfet an einet 
6er bciben |?aratteten ©eiten gteid^ grofi fmb, fo ifl baö 
Xxafti ein gteic^f^enfetigeS. 

(Umfe^rung bei oorigen ßd^rfafecS.) 

gifl. 72. 
j;^ - r^ öotau8fe(iun9: 

golfletung: 

j; -S ^i5(7P ifl ein gleict)f(j^enfelige8 Srajjej. 

83ewei8. gjlan jie^e CE || Di4. Sftabann ip nad| §. 41 
^ DAB = ^ C£J?, fülgfit^ vermöge ber SSorauSfefeung 

^ C£i? = Z, (^^^, 
unb ^icranö folgt nad^ §. 64, ba^ A EBC ein gleid^ft^enfefiged 
S)reicdf ijl, b. ^. 

£C = BC. 
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Sfber jUflleic^ iji AECD ein ^atattelogramm, in tctXijtm wai) 
§. 97 EC=AD iflj forfllu^ f)at man anä) 

ÄD = BC, 
b. f). mi) §. 109; ba^ %xapti ABCD ifl ein gleif^fd^enfeliged 
S£ra]}e}, n?. j. b. m. 

SBürbe als SBorauöfefeunfl bie ©leic^ung ^ i4ö(7 :?= ^ fiCD 
gegeben; fo müfte man mtd t^r burc^ ä^nlic^e (Sd)lü^t, mie in 
bem jhjeiten ^^eile beö Dorigen JBeweifea, juuor bie ©leid^ung 
^ DAB = Z, (^BA ableiten. 

* 

§. 112. 

8e|rfa^. 3m glei^fc^enfettgen Xxapti flnb bic bciben 
j£)iagonaten qUÜ) Qto% 

ABCD ifl ein gteit^ftJ^enMigeö Srapej. 

golflrtunfl: 
AC = BD. 

S)er aSenjeia ergiebt jic^ burd) ßongruenj ber beiben S)reiedfe 
ABC unb ilBiD natJ^ §. 60. 




3nl|alt00Ut(l^l|fit btx ügurrn. 
§. 113. 

(Srf Iftrung« 3tt)ci tJigurcn werben ini^attegtel^ (ober j 

fürjer flUl^) genannt, wenn fle entwebet congruent jinb / 

ober bur^ Stbbitlon ober ©ubtractlon congruenter Sfiguren | 

jufantmengcfefet werben . fönnen. I 

@o wenn j. 93. eine gigur burti^ bie ©umnie a -}- i unb eine 
anbete burc^ bie (Summe c + d! gebifbet wirb, unb man üon btn 
Steilen biefer ©ummen einjeln weiß , ba^ a^c unb i = rf if?, 
fo jinb bie giguren a + * unb c + ^ inl^altagleid^. 

35a8felbe gilt Don btn beiben giguren a — b unb c^d. 

man [(treibt = für in^altögteit^. / 
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§. 114. 

@rfISrung. SBenn man in einem SJrelerf ober ^araffe^ 
logramm eine beliebige ®eite, ober im 5£ra<)ej eine btx 
beiben paraVitltn (Seiten aU ©tun 5 (in ie angenommen 
l^at, fo t^erfie^t man unter ber $ ö ^ e im SDreiedE ein ^er^ 
:penbi!el aix^ ber gegenüberttegenben ©pifee auf bie ©runbs: 
iinie} im ^arattetogramm ober Sra^^ej bagegen ein ^er:: 
^jenbifet au6 einem beliebigen fünfte ber gegenübertiegenben 
®eite auf bie ©runbttnie. 

2)a8 ^etjjcnbifel, mcIt^eS bie§ö[;c genannt mirb, trifft entttjeber 
bie ©runblinie fclbfl ober bie SBerlängerung berfelben, roeS^alb 
man bie ©runblinie immer fid| ^inreic^enb üerfängert benfen muf. 

3m Parallelogramm unb Srapej ftnb bie oerft^iebenen ^erpcn== 
bifel, njeldje man al8 §ö[;en conihuiren fann, fämmtlid^ gleich 
grop, n^egen §. 97. 3)enn je jioei berfelben fmb immer gegen== 
überliegenbe (Seiten eines ^ärattelogrammS. 

§. 115. 

ßel^rfa^. ^arattetogramme Don gleiten ©runbtinien 
unb gteid^en ^ö^en fmb in^attSgteic^. 



»ig. 74. 



ÜD 




Z^C 



^B B 




SBoraudfe^iing: 
AB = EF 
IK = LM 

golgerung: 
ABCD = EFGH. 



85 enteis, SJtan lege bie beiben ^arattetogramme ABCD unb 
EFGH fo auf einanber, baß bie ©runblinie EF auf bie @runbr= 
Knie AB fäfft, njelc^eS ber SSorauSfefeung gemäß möglich ift. m^^ 
bann werben, wegen ber oor ausgefegten ©feid^^cit ber ^öljen, bie 

gegenüberliegenben Seiten DC unb HG, 
Sig. 74, in eine unb biefetbe gerabe 
Sinie fallen, j. 35. in bie 8inie DN', 
Sig. 75> fo ba^ baB ^arattefogramm 
EFGH bie Sage ABNO annimmt. 




Sterter «bfc^ntü. 
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3n bcm Srapej ÄBND iji mm 

AD = BC natj^ §. 97 
^ i4P0 = ^ P(7i^ nad) §. 41 
^äOD = ^BNC „ 

folfllitj^ natJ^ §. 58 

©ubtra^irt man mm ucn bem Srapej il^M> baS 3)reie(f FCiV, 
fo bleibt baö ^araffclogramm ABCD. ©ubtrar^irt man aber üon 
bemfelbeu Sraf ej ÄBND ba^ 2)reie4 ADO, fo bleibt baS ^aratte^: 
toflramm ilÄi\ra golglit^ ift mä) §. 113 

ili?CP = ABNO 
b. i. ABCD = EFGH 

Xü» {• b. tt). 

Daö ^rapej ^iVP fann unter befcnbercn SßorauSfefcungen ju 
einem ^araffelogramm ober einem gleid^fc^enfeligen Srapej werben. 
Sn biefen beiben hätten fmb bie gegebenen ^arallefogramme 
congrumt. 



§, 116. 

Sel^rfa^. 5S5reicrfe »on gleiten ©runbttnien unb gießen 
^ö^cn fmb in^aftflgtei^* 




%\Q. 76. 

SBoraudffl^ung: 

AB = DE 
CG = FH. 

Jolgetung: 
gr ^^ JE ^ ABC = DEF. 

35 e tu e i 8. SJlan ergänje bie gegebenen 3)reietfe ABC unb DEF 
311 ben ^araHelogrammen ABIC unb DEKF Don berfelben ©runb^ 
Knie unb berfelben ^bl^t. ?fföbann ijl naä) bem üorigen ßel^rfa^e 

ABIC = DEKF. 

?rber ABC ifi bie C^SIfte üon ABIC, unb DEF ifi bie C^älfte Don 
DEKF) folglit!^ ^at man aut^ 

to. }. b, to. 



72 



yiantwririr. 



9ln(^ b\t\tm ßt^rffltje Jann man mi) faflfn: 

:X)Ttitdc übtx eiutriei glnmblinit, beim <S)]i^tn in tinrr 
^ncullcte ;ii bitftr ©ninMinie lifgcn, finb in^a(t9glti^. 
3)mii biefe Sreierfe ^otrri mä^ glndje §ö^eii. 

STiinKtfiing. ©fr Dotfit^enbe ße^rfafi (tiim mä) tetritfm 
njerbtn, üfjue baf miiii nöt^ig tjot, bie fltge6tiien I^reietft ju 
^araKtlDgrommni ju trgänjtn, unb obtov^ bieftt fStWdS rttoaB 
fdiroitrißtr aiißfaKt, fo müßt er boÜj no^ tjitr folgen, ba er fitfon» 
btrs infhrurti» ttfi^tint. 
Stg. 76a. 

2R(in lege fcie beiben gegebenen ©reitrft 
auf linerlei ©runblinie AB, Sig. 76a, 
aitr auf oerfe^itbene ©riteu berftlben. 
Xtaö eine Drrietf fei .^BC mit ber §Ö^c 
CC, baS nnbtrt ^DieieJ fei ABD mit ttx 
$b^f i)H, unb nn^ bn SJorotiefe^uitg 
^at mnii 



CG = DU. 

Sßtrbinbtt man bie @))t^en ber beibeii ^reieJe buri^ bie gerabc 
Sinie CT>, roe(^e bie ©runblinie AB (ober bertn Verlängerung) 
in £ biirc^fc^neibet, fo ^at mait 

A CGfi = A PäS ""(^ §. 58 
njorauS folgt 

C£ = J>£. 
3ie^t mau ferner au8 E bie üier Sinini El \\ AB, EK Q AC, 
EL II BD, EM II ßC, fo erhält man eiet ^acit congruente SJreittfe 
^AEI=£\ ABS mal §. 56 
^CEI^^DEK „ „. 
/SCEL = ^DEM „ „ 
/SESL = A^BM „ 
aus berm Sfbbitioii na<^ ber SrKärung §. 113 fo(gt 

A ABC == A ABD 
ro. j. 6. m. 

aBenii ber SJurt^ft^nittSpunft E in bie Sßeriangerung ber @ru,nb= 
linit AB ffiDt, fo bertoanbtlt fii^ bit vorfte^enbe ^fbbition jum S^tä 
in eine ©ubtroction unb ber ®[^Iuf bleibt unceränbtrt. 




Sirrtff nhf^niU. 
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§. 117. 

Sr|tfa|. 3n^altdgleid^e ^atattelogtamme t)on gleiten 
©vunblinien ^abtn gleite ^ö^ett; tinb in^altdgleid^e ^axaUt^ 
(ogtamme t)on gleichen $ö|en ^aben gleid^e ©tunblinien. 

(Umfe^rung beö ßc^rfafccö §. 115.) 



erpcr %f)tH. 



Jig. 77. 




ÜJ-B 




Coraulfrlung: 

ABCD = EFGH 

AB == EF. 

Jolflffunft: 

iiir = ijf. 



S3e»cid. ©cfc^t ed feim bxt §if)tn IK mb LM xinQlMj, 
g. 83. IK > LM. Sflebann trage man auf IK üon üT au8 einen 
Sfbft^nitt KP = LJf ab, nnb jie^e burc^ P bie ßinie RQ \\ AB. 
9lun ifi nat^ bem 8e^rfa|e §.115 

ABQR = EFGH. 

9f6er nad^ ber aSorauafefeung ifl 

ilÄCD = EFGH, 

folglich 

^OK = ABCD, 

totldjt ®(ei(^ung einen SEBiberfpruc^ ent§ä(t. 

3)er SBiberfpnn^ [)ört nur bann auf, wenn man fe|t 

IK = LM 
tv. j. b. to. 

3tütiter S^eil. 

Sifl. 78. 



ZRT 




B E 




Coraulfelung: 
iU?Cl> = EFGH 
IK=LM. 

^olgrruna: 



. aSeroeie. ®efeftt ed feien bie ©runbünien ^^unb EF ungleich, 
). S3. AB > EF. (ffebann trage man auf AB oon A au8 einen 
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Sfbf^nitt AQ = EF ai unb jie^e bxxxä) Q bie ßinie QR \\ AD. 9iun 
ifl wa&i bem ße^rfafee §. 115 

AQRJ) = EFGH. 
Sfber naij ber SBorauafefeung ifl 

^ÄCjD = EFGH, 

folglid^ 

^(?ÄD = ABCD, 

luelc^e ©leic^ung einen Söiberfpruc^ ent[;äft. 

35er SBiberfprud^ [;ört nnr auf, menn man fe^t 

AB = EF 

to. j. b. \v. 

§. 118. 

3ttfa^* Sn^attögtci^e ©rcicdfe t?on gleiten ©runbünien 
l^aben gleite $ö^cn, unb in^aftögtel^e ©reicrfe üon glelci^en 
: ^ö^cn i)abtn gleite ©runbtinien. 

(Umfe^ruug beS ße^rfafeeS §. 116.) 

35enn man ergänje bie gegebenen CDreietfe, n)ie im §. 116, ju 
Parallelogrammen Don berfelben ©runbfinie unb berfelben §ö^e} 
atöbann ergiebt fid^ ba^ SSeitere unmittelbar au8 bem Dorigen 
8et;rfafee. 
SDlan fann and^ fagen (ügl. §• 116): 

Söenn in[;alt8gleiti^e ©reietfe über einerlei ©runbtinie ent^ 
[;alten fmb, fo liegen i^re ©pifeen in einer parallele $U 
biefer ©runbtinie. 

§. 119. 

@rf(antng. @lne gegebene gigur in eine neue Sigur 
t?erlpanbetn ^elßt eine neue Siflur conjlruiren, tpel^e 
itt gegebenen in^attöglei^ ifi. 

©0 fann man, xxaij §. 115, jebe6 gegebene Parallelogramm in ein 

beliebige© neueö Parallelogramm tjon berfelben ©runblinie unb ^&^t, 

' alfo j. ©. au^ in einem 3l]^ombu8 ober in ein Sled^tetf Dermanbeln. 

(Sbenfo fann man, nad^ §. 116, Jebee gegebene 2)reietf in ein 
neues ®reietf tjon berfelben ©runblinie unb §ö^e, alfo j. 83. aud^ 
in ein gleic^fd^enfeligeS ober ein red^ttt)infeligea üerwanbeln. 

®ie ?fuflöfung biefer STufgaben tpirb, itjrer 6infac^f;eit wegen, 
^ier übergangen. 
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§. 120. 

9[ufga6r. (Sin flegebencö ®rcicrf in ein §)aratteIogtaTnm 
öon betfclbcn ©runbllnic ju üerlpanbetn. 

. »tfl. 79. 

©egeben: 

A ^^^. 

Q^efuc^t: 

Sn^altööreic^eS OO über i4F. 

ßonflruction. 2Ran ^albire ilC im £, unb 5ier;e ED\äB 
unb ÄD II AE. Sriabann ip ^4^1)12 baa gefud^te sparaaerogramm, 
wetd^eö bem 2)reietf ABC in^aftagleic^ ifl. 

3)er ©eweia folgt bur(i^ Eongruenj ber beiben 3)reiede £CF 
unb MF. 

SBenn man AC wie bie ©runblinie bea gegebenen X>reietfa ABC 
anpeilt, fo löfl biefelbe Sonfhruction jugleid^ bie ^Tufgabe: ©in 
gegebenea CDreietf in ein Parallelogramm tjon berfelben §öfje ju 
Dcrioanbeln. 

§. 121. 

^nfgaBr. ©in gegebenes §)arattetograntm in ein ®reiedE 
üon betfetben ©runblinie ju Derlpanbetn. 

©egeben: 
I — 7 ABDE. 

©efuc^t: 

Sn^altögreid^ea A über AB. 

ßonflruction. 2Jlan Derfängere AE über E ^inaua nad^ C, 

fo baß £C = AR wirb , nnb jic^e BC. Sflabann ifl ilJ^C baa 

gefud^te CDreiedf, wefd^ea bem gegebenen Parallelogramm ABDE 
in^altagleid^ i|l. 

5)er ©eweia wie im vorigen Paragraphen. 

SBenn man AE wie ®mnblinie bea gegebenen ^araHelogramma 
ABBE anfielt, fo löft biefelbe Sonflruction juglrid^ bie Sfufgabe: 
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@in fleflebcncö ^nraffelogramm in ein J)reietf üon bcrfelfien ^ö^r 
}n Demmibcln. 

§. 122. 

^nfgabe. @in Qt^tUnti %xa\>ti in ein SDteierf ober in 
ein ^araöelogramm »on betfetben ^ö^e ju üerttjanbeln. 

®tQtben: 

Srapej ^ÄCD. 

j^ B ^ 3nt;alt6gfei(]^ea A «'ber / 7 Don 

berfelben §ö^e. 

Sonflruction. 1) 9Wan ^albire eine ber niri)t parallelen 
(Seiten be6 Srapej, -PC, in JJ, jie^e DE unb üertängere biefe ginit 
bia ju i^rem 5)urd^f^nitt mit ber Dertängerten AB in H. SflSbann 
ifl AüD baa gefuri)te 3)reie*. 

CDer 83eweia folgt aua ber Songruenj ber CDreietfe DEC 
unb HEB. 

2) äJlan ^albire eine ber nid^t parallelen (Seiten bed Srape}^ 
BC, in E unb jie^e burd^ JJ eine fiinie FG || ^D, n?eld^e bie @eitr 
AB in F unb bie üerlängerte I>C in G trifft. SfÖbann ip AFGD 
baa gefnd^te Parallelogramm. 

a5er a3eweia folgt aua ber Songrueng ber 35reietfe CEG 
unb BEF. 

§. 123. 

Aufgabe. @in gegebene« S)reiedE in ein anbercö SDteiecf 
übet einer gegebenen neuen ©runblinie ju üerwanbeln, 

8i0. 81. 

©rgebtn: 

ßinie Jf iV. 

©rfuc^t: 

3nt;altaölei^ea A über JfiV. 

Sonpruction. !Die gegebene neue ©runblinie MN fei Heiner 
ala bie ©runblinie AB bea gegebenen ll^rcieda. 




SBirrtrr «bfd^nttt. TT 

SItan trage bie ©runtrinie MN auf iü^ Don A aud bis P ab, 
nnb jie^e CP. ^(dbann f)at baB Xxtitd ABC bic verlangte 
©runblinie, ifl iebod) um bzn 3n^a(t bed ^reiedd P^C ju Hein 
geworben, ^amit btcfer 3n^a(t ivieber ^injulomtnc; jie^ man 
iurt^ B eine 8inie BE \\ DC bie ju bem fünfte E, wo fie bie 
Derlänflerte AC trijft, unb jie^e enblici^ DE. «flöbann ifl ADE baa 
.flefuti^te iCreieef. 

35er 83eweia folgt au6 ber Sn^altSflleiti^^eit ber beiben !Dreietfe 
J)BC unb DEC, beren ®runb(inie DC gemeinfc^aftdc^ ifl unb bereu 
(Spieen B unb £ in einer parallele ju biefer ©runblinie (tegeU; 
nad) §. 116. 

fEBenn bie gegebene neue ©runblinie größer aU bie ©nmblinie 
ieö gegebenen ajreietfa ifl, fo fann man in berfelben gigur A ^^ 
»ie gegeben unb A -<*^C? ^'^^ gefugt anfe^en. 

§. 124. 

^nfgaBe. @in gegebenes ^arattelograntm in ein anbereö 
^atattelogramm über einer gegebenen neuen ©runblinie 
3tt eertüanbeln. ^ | 

/ »«0. 82. / ; 

(Degrbrn: j 

ZI3^ ABCD, \ 

ßinie ifiV. ! 




®efu(|t: 

Sn^altagleid^eö /H; über J>ri\r. 

Sonflruction. X>ie gegebene neue ©runblinie MN fei Heiner 
ciU bie ©runblinie AB bc8 gegebenen ^arattclogramma. 

SDlan trage bie (Srunblinie MN auf AB üon ^ aus bis E ab, 
unb jie^e EF |1 ilD. ?nebann t;at ba^ ^arattelogramm AEPD bie 
tjertangte ©runblinie, ifl jebod^ um ben 3n^alt beS Parallelogramms 
£B(7F JU Kein geworben. J)amit biefer Sn^alt micbcr i^injufomme, 
jie^e man bie 5)iagonaIe AF, verlängere biefclbe bis jic in G mit 
ier oerlängerten BC jufammcntri|ft, unb jicl;e bmd) G eine parallele 
JU BA, totläjt Don ber oerlängcrten EF in H unb Don ber Der^: 
Cängerten AD in / getroffen wirb. ?ffsbann ifl AEHI baS gefugte 
Parallelogramm. 
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78 yiammrtrir. 

5)fr 58 e weis folgt au8 5er 3n^alt8greiri)^eit bet beibcn ^araU 
lelogramme EBCF unb DFHI, totlijt fxd) ergicbt, wenn man ton 

^ABG = ^ AIG 
futtra^irt 

A ^EF = A ADF 

unb A ^^ö^ = A ™ö 

unb babei §. 113 anwenbet. 

SBenn bie gegebene neue Orunbfinie größer als bie ©runblinie 
beS gegebenen ^araHelogramma ifl, fo fann man in berfelben Sigur 
/ 7 AEHI wie gegeben unb ABCD wie gcfuc^t anfe^en. 

§. 125. 

3tifa^. SBenn man in einem gjarattelogtamm . bur^ 
einen beliebigen ^unft einer diagonale iWei gerabe ßinien 
Ijarattel mit btn (Seiten beö ^araöelogramms jie^t, fo flnb 
bicjenigen beibcn neu entfle^enben ^arattelogtamme, burd^ 
wel^e bie S)iagonate ni^t ge^t, in^attögtei^. 

@o ftnb in bem Parallelogramm ABGI, gig. 82, burd^ btn 
Sjpnnft F ber diagonale AG bie beiben gerabcn Sinien DC \\ AB 
unb EH II AI gejogen unb baburc^ bie beiben in^altSgleit^en 
^arafferogramme EBCF unb DFHI entpanben. 

§. 126. 

ße^rfa^ beS ^appn$. SBenn man über jwei (Seiten 
einee gegebenen SDreiedEs, al6 ©runbtinien, ^arattcrogramme 
conflruirt, bie gegenüberliegenben ©eiten biefer ^atattelo^ 
gramme bie ju i^rem 55ur(|fd^nitt8vunfte t?ertängert, biefen 
^unft mit ber ©pifee beö SDreiedEe bur^ eine gerabe Sinie 
tjerbinbet, mit biefer ßinie aiiö btn @nb|)unften ber ©runb^ 
linie be6 ©reiecfö ^aratteten jie^t, bis ba^in, wo biefelben 
bie gegenüberliegenben (Seiten ber ^^^tallelogramme treffen, 
unb enbli^ bie julefet genannten gjunfte burd^ eine gerabe 
ßinie i?erbinbet: fo entjiel^t über ber ©runblinie beö gege^ 
benen SDreierfö ein Parallelogramm, weites ber (Summt 
ber beiben über ben (Seiten biefeö 5)reie(fö conjiruirten 
Parallelogramme inl^altöglei^ iji. 




IBot«ulf(|unB: 

ACDE mb BCFG finb 

^ntaHtlogtiimmt, 

AK II CH 

BL II CH. 

/ — 7 -JÄtÄ = ZU? ^CT£ + 
/ — 7 ÄCFG. 

e IV eis. :Cie Sßitrede JCff£ iint) ZtCHL ftiib in ^olQt bn 
äiorauSftt^uiig ^(iroMogramme, folglii^ ^at man na^ §. 97 

AS = OT, ßl. = CB, 
iDoraiiS 

utib 5a ftrntr, in Solgt ber SSorauSfe^ung, nad} §. 33 

JJT II Bl 
ifl, fo i|l niidj §. 100 isciS SBifterf -4BLÄ ein ^(iraaeloflramqi. 
?terntr ijl nat^ §. 115 

AIMK = ACBK = ACDE 
BIML = BCBL = BCFG 
rooraue bnrd) SKbition folgt 

ABLK == ACDE + BCFG 
». ä-- b. IB. 

«tnmfrfung. J^icftn ®a^ ^flt spappnS Don Sfltranbtia 
gefleben, toric^tr um baS 3a^r 400 no^ S^r. ®e6. Übte, gt ifl 
in etmm 9Snfe beS ^dj^t^uS cnt^niteti, nidi^cS für unS befonberS 
it&ifcAb große SBii^tigfeit bat, mii tS unS iugleit^ Bon einer 
^iija^I motfiematif^er SSi^ripen bn @rie(^en, bie feitbem cerroren 
flnb, auafii^rlii^E Stai^ri^t giebt. 

SSie man Don bem DoTfWjenbfn gc^rfafc« Ocbraui^ mai^cn fami, 
um jioet gegebene ^araHelogramme ju abbiien ober |ii fubtra^tnn, 
fo bflg bie ©umme ober SJifferenj tcieber ein ^pdroUftogramm wirb, 
ieui^tet Don fefbp ein. 

§. 127. 
Sr|rfa|^ brö $^t|agora€. iDas nuafcrat übet feer 



eo 



ß^^otenufe eint« tt^ttvintetigen S)rneifd ifi tn^altdg(ri^ 
btt ©umtne bn Ouattatt üitt bm btibtn ^at^etm. 

Stfl. 84. 
6 



Bstau*f(|)«ii9: 
^ ACB = 9t. 




5ol9»un|,: 



ffltroeiS. Wlnii jie^e flu8 tem ©ffteitel()iinftt C ba xtÜ^itn 
^iiiMe b\t^txaht^\mCK\ÄE, imb beronfe alsbnnn, baß 1) baS 
eie^W ALKE = D JC, unb 2) bflS aitc^ttd BLÄB = D ÄC ift. 
Um fcaS ©rflt jii Ctitieifm. jitfje inoii bie Xiiagonnim EL unb 
FC, unb bie $rilf6linien EC uiib FB. aitan rjtit nrebnim 
^C = .^F al8 Giiobtntffiten 
AE = AB „ „ 

^CAE = ^FAB = fH-{-^CAB • 
folgtiil) iifl^ §. 60 

A CAE = A P^B- 
Serner ift iindi §. 1 16 

A C-^F = A f-^E ^PAB = ^ FAC, 
folgltifc nii^ 

A I"<E = A P^<^- 
enblict) ifi 

A t-lF = i -^tFF, A ^''If^ = \-a AC, 
folglich 

^läf = a ^c. (1.) 

Um btia Btueite j« bewtifen, jit^t mnn ebeiifo bie SJingonafen 
Dh itiib IC, iiiib bie §iilfeliiiien PC unb lA. SHan (tat aWbann 
BC = BI nie tlnn bratfeiten 
FJ) = BA „ „ 

/_ CBD = ^JBA = dt-\-^CBA 



fixierter «bft^nitt 8i 

forgli^ md) §. 60 

/\CBD = ^ IBA. 

fSfemer ifl naä) §. 1 16 

A LBD = A ^^C". 

©nbric^ ifl 

A I^^ = i BLKD, ^IBC = \D BC, 

folglich 

Z^Lüfl) = D ÄC. (2.) 

Sfbbirt man nun bie ©Icid^ungen (1) unb (2), fo -er^äft man 

UAB^UAC-^-UBC 

Sfnmerfung. CDer üor^e^enbe ße^rfafe rnirb bem ^l;t^a=: 
goraa jugefri)ricbm, weld^er um 580 Dor ß^r. ®e6. ju @amo8 
flcboren tpurbe unb ju Proton in Unter=3talien eine berühmte 
l)fii[ofop§if(!^e ©d^ule grünbete. ®a mirb erjäfjlt, iiC[^ ^t;t[;agora8 
axk^ 3)anf für feine ©rfinbung ben Oöttem eine §efatombe jum 
Dpfer gebrad^t fjabe^ boc^ miberfprid^t biefer (Srjä^lung ber Um= 
flanb, ba^ bie ^t)t^agoreer, criS ?fnf;änger ber 8e§re Don ber 
©eefenwanberung, eine Söbtung üon Spieren fid^ nid^t erlaubten, 
9fu(i^ ber ®a| üon ber SBinfeffumme ber CDreietfö (§. 45) wirb 
fecm ^t;t^agoraa jugefc^rieben, ber überhaupt auf baa ©tubium 
ber SJlat^emütif großen SBert^ legte. 91ac^ i^m mirb bie befannte 
quabratförmige Sfnorbnung bea ©in^maf^gina bie ^^t^agoreifci^e 
giet^entafel genannt. Unfere neun 3iffern unb beren ©ebraud^ 
beim 3at;Ienf(i^reiben foHen i^m gleiti^faffa befannt gemefen fein, 
üielleid^t ^atte er fie auf feiner Steife nad^ Snbien, tt)ot;er biefe 
3iffctn flammen, fennen gelernt^ bod^ fmb fte fonft nirgenba bei 
fcen ©riechen nad^tüeiabar in ben ©ebraud^ gefommen. Snblid^ 
lehrte fd^on ^^t^agoraa, fo weit man aua ben bunfelen SSerid^ten 
feiner ®(^üler fctjlie^en fann, bie S3emegung ber Srbe um bie 
®onne5 eine 8e^re, bie inbeffcn Don Sfriftotelea tjertrorfen mürbe, 
6i8 erfl ßopernicua berufen war, fte mieber ju einem ?5unbamental^ 
fa|e ber Sfftronomie ju ergeben. 

38ie ^^t^agoraa ben nad^ i^m benannten Se^rfafe bewiefen l^at, 
ifl una unbefannt. J)er oben gegebene SSeweia ifl berfelbe, wetd^en 
^uflibea in feinen Elementen mitt^eilt. ©neu jweiten S3eweia 

©Ittflctn'ö «rcm..aJlat^eniatif. I. »&, 2. «bt^Ig. 6 
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tann man fogfcicl) aii6 bem fie^rfafce beS ^appua §. 126 abfritcn. 
3)enn nimmt mau in gigur 83 ben SBinfel ACB gleich einem 
ted)tcn SBinfel unb bie giguren ^C2>£ unb BCFG alö Hnabrate 
an, fo Iä$t fl(^ leicht behjeifen, ba^ awi) ABLK ein Quabrat wirb, 
nnb baranS folgt alabann fogleic^ ber ju bemeifenbe @a|. 

ginc fe^r anft^aulic^c !J)arjlettung bcS ^^tr;agoreifd^en ßefjrfafeeö 

ergiebt fidj auf fofgenbe SSBeife. 
Solan jie^e, gig.85, AM ^AB, 
BN± AB unb MO \\ AB. I)iefe 
ßinicn jerfegcn bie Cluabrate 
ber 6ciben Äat^eten in bie fünf 
mit 1, 2, 3, 4| 5 bejeitfcncten 
Sbeile. SBcnn man nun biefc 
fünf Steile aua einanber nimmt 
unb in ber burd^ fünfte atv^ 
gebeuteten SBcife in ABDE toit^ 
ber jufammcnfefet, fo becfen jie 
genau baa Huabrat ber^^po:? 
tenufe. 

SBie man r)on bem Scf^rfafee bea ^l;t§agoraa ©cbraud^ madben 
fann, um jwei gegebene Cluabrate ju abbiren ober ju fubtta^iren, 
fo baj^ bie (Summe ober X)ijferenj tnieber ein Cluabrat toirb, leuchtet 
Don felbfl ein. 

§. 128. 

Sel^rfa^« SSBenn in einem ©reiecf c baö Ouabrat über einet 
©eite in^attögteid^ ber ©iimme bcrCluabrate über btn beiben 
anbern ©eiten i% fo ifl ba^ 55reiecf ein rec^ttpinfeligeö. 

(Umfe^rung bea vorigen fie^rfafeea.) 

»«0. 86. 

AD 

9$ r a u 6 f r j} u n 9 : 

OAB=:zDAC+DBC^ 

golgerung: 
£^ ÜQ Z ^^^ — ^- 





saeitfie. ©tftfet Der SBiiiM ACB f« niifet (in rei^ttr aßiiiM, 
fonfctm j. S. ^ ^CÄ < m. Wem rrti^te in C auf BC tin ?Jtr= 
ptnbittl CD, taaäjt CD = CA unb jit^e BD. Sfföfcanii ifl DCB 
rin in C lei^tminMigee 3)rei(d, in rotld]™ raiin und) btm üorigen 

DDB=nDC-\-DBC. 
Srniet ifi nad) tiet SurauSfe^uiig 

DAB = DAC + DBC, 
• unö aii8 tieitert ©Iti^ungEU folgt, roigm l'C = AC, 
aDB = DAB, 
mit^ii aud) 

DB = AB. 
SBeim man abtr auf bit btibtn ^ttieife DBC unb ABC btn 
ßf^rfatt §. 81 anroenbft, fü erijült man 
DB^AB 
unb bitfee rciberfpii^t im Dorigen @(eid)ung. 

gin SBiberfprui^ Don betftißeii ^rt mürbe jum SBorfc^ein gts 
fommen fein, KEim man /^ ACB > 3t angenommen Ijütte. 

3)er SEÖiberfptuc^ ^ört nur auf, roenn /^ ^CB = 9t ifl, m. j. 6. m. 

S5eif|)ier. SlBenn bie (Seiten eines 3)reierf8 in einet öeliebigen 
Sängtns@in^eit bur^ bie S0tn 3, 4, 5 auSgebrüdt merben, fo 
fffl- 81. ifl fcoS Iireied ein ret^tioinfeligee. Xsenit 

confiruirt man bie 0,uabrate über ben 
brei (Seiten unb jettegt biefelben, roie in 
r-/' ^g. 87, in Heine Guabrate, roel^e bie 
' Sängen=@in^eit jiir ©tite ^abm, fo finfc 
in ben brä Ouabraten ber Steifie nai^ 
9, 16, 25 tieine Duabrate entsaften; 
uni ba 9 + 16 = 25 ifi, fo gef^ie^t 
bamit bem DorjlE^enben Se^rfatje ©enügc. 

©Statt ber örti^a^Im 3, 4, 5 (ann man aui^ annehmen 5, 12, 
13i ober 8, 13, 17^ ober 20, 21, 29; «nb Diele anbere. Sol^e 
rd^nblige ■S)rntdt, bmn Seiten fi<^ buri^ ganje Bo^Itn 
auSbrüiIen taffen, nennt man oorjugirorife ^p^t^agoreifc^e 

6* 
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§. 129. 

Aufgabe. ®in gegebenes fRt^Ud in ein Cluabrat ju 
bntoanbtln. 




® tgebtn: 

Sle^tetf ABCD. 

©efuc^t: 

Snfjaftagteic^eS Quabrat. 



Eonflruction. SDtan Derlängere bie Heinere (Seite BC be6 
gegebenen Jftcd^tetfea über C ^inauS nad^ £, fo baj^ BE = ^45 wirb, 
conflruire über BE al8 35urc^mcffer einen ^albfreia, üerfängere 
DC über C ^inauö, bia biefer §albfreia in F getroffen mirb, jie^e 
BF, xinb conpruire über BF ala ©eite baa Cluabrat BFGH. mB^ 
bann tp biefea Cluabrat in^altagleid^ bem gegebenen ^ted^ted ABCD. 

3um 93emeife jic^t man EF. S)ann ifl BFGH Cluabrat über 
einer Äat^ete bca rcc^tminfcfigen 35reicda EBF, unb baa SBeitere 
folgt aua §. 127. 

?fnmerfung. CDurd^ biefe Sfufgabe, mit Bujie^ung früherer 
§fufgaben, i|l man im (Staube, jebea gegebene ©reiecf ober SBiererf 
in ein Quabrat ju tjermanbeln. 



fünfter 5fBf(^ttitt 

fßon brn ^olt^Qontn, 



§. 130. 

ßrfläruiifl. ein ^ot^gon ober «Bieterf ifl ein but^ 
MiebiQ üiete flc^ f^ntibenbe gerabc Sinien umgretiitcr S^ell 
einer @6cne. 



Sflnfter «Ibfc^nitt. 85 

Oetüö^nfit^ fd^Iic^t man baö'CDreietf, I;äufig auc^ baa SSiered 
tjon bm yofi;gotien aua. 3)oc^ gelten bie meinen (gigenfc^aften 
ber ^ol^gone anij tjon ben Sßieretfen unb J)reictfen. 

©in ^ol^gon i)at eben fo t>iel gdpunfte mt ©eiten. Unb ba 
in iebem gdfpnnfte bea ^ohigona jtüei bafelbjl jnfammenjioßenbe 
©eiten einen SBinfel bilben, fo f)at ein ^oU;gon auä) eben fo 
t>iel SBinfel mie (Seiten. 

§. 131. 

Sel^rfa^« 3n einem gjot^gon t?on n ©exten tajfen fld^ 
^^2 ©iciflonaten jie^en. 

ffiemeia. SBenn man juerfl aua ©nem gdpunfte bea ^oIt;5 
flona alle möglichen diagonalen jie^t, fo fallen 3 fünfte I^inweg, 
nad^ benen man feine ^Diagonalen jiet;en tann*^ nämlic^ ber ^unft 
felbji, aua mef(^em bie (diagonalen gejogen merben, unb bie beiben 
benachbarten ©tfpuufte bea ^olt^gona. 9(Ifo bleiben nur n — 3 
©tfpunfte übrig, naij benen man diagonalen jie^en fann, ober 
bie Sfnjaf;! ber aua ginem 6dfpunfte bea ^oU}gona möglii^en 
S)iagonaIen beträgt n— 3. • 

SBerben nun aua jebem ber n gdfpuntte alle möglid^en ®iago5= 
tialen gejogen, fo mieber[;oIt fid^ bie Dorige ^rnjal;! n mal, ober 
man erhält n . («—3). STbcr in biefer Sfufjäl^lung ift jebe diagonale 
jtüeimal gejft^lt, nämlic^ foirol;! t>on ifjrem einen ©nbjjunfte ala 
Don i[;rem anberen Snbpunfte ax\^, ?rifü beträgt bie ^fuja^I ber 

ti fft — *V\ 

inögli(f)en diagonalen nur —~ — -, m. 5. b. w. 

©eifpiel. 3)ie §fnjaf;[ ber möglid^en diagonalen im SSieretf 
beträgt 2, im ?5ünfetf 5, im ©ed^aed 9, 2C. 

35iefe 3)iagonalen fönnen, jebe eiujetn genommen, entweber gauj 
innerhalb, ober ganj au^er^alb, ober jum S^eil innerljalb unb 
jum Sf;eil au^erl^alb ber ?5fäc^e ber Sigur fallen. 

§. 132. 

Ißel^rfa^* Um ein gegebenes ^Jol^gon t?on n ©eiten in 
SDreierfe ju jertegen, bereu @(f^)imfte mit htn ©cfpunften 
beö ^ot^gonö jufammenfatten, müjfen n — 3 5)iagonaten 
gejogen werben. 



-86 



Planimetrie. 



it . 




S3ett3ci6. SCBenn man nuS ginem ßdpunfte bea ^olljgonö alle 
möglidjen ^Diagonalen jiel}!, fo beträgt bie 9fnja^I biefer ©iago^ 
italen « — 3 (f. btn vorigen S3emei8). Siegen nun alle biefc 

5)iagonaIen innert;a[b bcrSIäd^e beö ^ol^s 
gonS, mie in ^g. 89, AC, AD unb AE, fo 
mirb burd) biefelben ba^ ^oll?gon in lauter 
®reiede jerlegt, beren gdpunfte mit ben 
Sdfpunften bea ^ori;gona jufammenfaffeni 
folglid^ ifl für biefen Saa ber ße^rfafc bt^ 
liefen. 

giegt eine ber 3)iagonaIeu nic^t innerhalb ber gläd^e beö ^ol^- 
flona, n)ie j. ©. AC in f5ig. 90, fo fann man fie tt^eglajfen unb 
fiatt berfelben in bem ent^anbenen SBieretf ÄBCD aua einem anbcren 

gtfpunfte, J?, eine S)iagonaIe^ BD, jie^en, 
mli)t innerl;alb ber Slädje biefea SBiercdfS 
liegt. Wlfo bleibt bic Srnjaf;! ber 3)iagonaIen, 
wet^e baa ^oIl;gon in ©reietfe jerlegcn, 
beren ©dfpnnfte mit ben Sdpunften bea 
^oU;gona jufammenfaHen, fo groß tüie 
üorf;in. 

i8iegen jwei auf einanber folgenbe 3!)iagonaIen nidjt innerl^alb 
ber glä^e bea ^oU;gona, n)ie j. S3. AC unb AD, gig. 91, fo fann 
man fie beibe meglaffen unb patt berfelben in bem entftanbenen 

Sünfcrf ABCDE jtüei anbcre S)iagonaIen, 
BD unb BE, jie[;cn, n)elc^c innerfjalb ber 
Släc^e biefea Sünfetfa Hegen. §f(fo treibt 
lieber bie STnjaljI ber 2)iagonaIen, meiere 
baa ^oIt;9on in Drcietfe jcriegen, beren ©cfs: 
punfte mit ben (Stfpunttcn bea ^ofl;gon8 
jufammenfatten, fo gro^ mie t?orf;in. 





(So fann man fortfal^ren, wenn me[;r ala jtnei auf einanber 
folgenbe S)iagonaIen nic^t innertjafb ber Statte bea ^ol^gonö 
fallen ; unb gelangt allgemein ju bem ©d^Iuffe, baj^ bie Sfnjal^I 
ber erforberli^en ^Diagonalen immer n— 3 beträgt, w. j. b. to. 



fünfter «bf^nitt. 87 

§. 133. 

Sel^rfa^. ®le Slnja^t bcr SDreiedPe, in mliit ein gegebene« 
^ot^gon üon n (Seiten iertegt ttjerben fann nnb btxm @cE:= 
^junfte mit fcen gcfpunften btQ ^ol^gonö jufammenfatten, 
Beträgt n — 2. 

35 e 10 ei 6. Söenu man 6ie Diagonalen fceö tjorigcn ^aragrapf;en 
in 5er ge[;örigen Slei^efolge jiefjt, fo fdjneibct jebe 2)iagona[e (Sin 
Sreietf Don bem ^ol^gon ai : nur bie te^te J)iagonak, als 2)iago- 
naie . eiiieö Sieretfö, liefert jwci X^reietf e. Sfffo ifl bie 2[njaf;f ber 
entflanbenen 2)reiedfe um (ginS größer af6 bie Sfnjaljf ber ®iago== 
naien. iCa nun bie Sfnjaljl biefer 35iagonalen n— 3 mar, fo be= 
trägt bie Sfnjaljl ber entftanbenen Dreietfe «—2, m. j. b. m. 

Seifpiel. ®o jerlegt man alfo 

ein SSiereef bxixä^ 1 3)iagonaIen in 2 S)reietfe 

// günfetf „ 2 „ ,,3 „ 

„ (Se4;eecf ,, 3 ,, ,,4 „ 

2C. 

§. 134, 

Sel^rfo^. SDie (Summe atter SBinfef eine6 ^ott^gons 
beträgt fo Diet mal itt^ei re^te SBinfel, tvu ba& ^ot^gon 
(Seiten l^at, n?eniger t)ier redete SBinfeL 

Ober irenn man in einem ^oft;gon Don n (Seiten bk Summe 
aller SCBinfet mit S bejeid^net, fo ifl 

S = 2nei — 49t. 

SSemeiö. S)a9 ^oU;gon Don n Seiten fann nad} bem Dorigen 
^aragrapf; burd) Diagonalen in n — 2 Dreiede jerlegt merben, 
bereu ©dpunfte mit ben (ftfpunften bt^ ^oll;gonö jufammenfaffen. 
3n jebcm biefer DreiedPe beträgt nac^ §. 45 bie Summe ber SBinfel 
2 9t. §ftfo mu^ bie (Summe affer SBinfel bea ^olt;gona, ober S, 
fo Diel mal 2 91 betragen, wie ba^ ^olt;gon Dreiecfe entl;ält} ober 

eö ifl 

S = (« — 2).29l 

woraus burc^ meitere ©ntmidfelung folgt 

S = 2n3t— 491 
to. j. b. tD. 
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SBeifpicL S)ie (Summe aller Söiafel beträgt im X)reietf 2 9t;. 
im aSieretf 4 % im günfetf 6 9t, im ©et^Sctf 8 9t, it. 

§. 135- 

3ufa^. ScbcS ^ol^gon ^at tpcnigtlens brci ^o^Ie SGBinfcL 

®erm füllte ein ^oli^gon Don « ©eiten nur 2 [;o^te SBinfel 
l^aben, fo mii^te e8 «— 2 erf;abene Söinfet entl^alteni unb ba ein 
erhabener Söinfel größer ate 2 91 ijl, fo mürbe bie (Summe biefer 
erhabenen Söinfel fc^on me^r alö («—2). 2 9t, b. i. 2 «9t — 4 91 
betragen, iraS bem Dorigeii ^aragrapt) tüifcerfprit^t. 

§. 136. 

©rHärung. Unter einem regelmäßigen ober regu::^ 
lären ^Jot^gon Derfle^t man ein ^ot^gon, bejfen (Seiten 
gleid) groß unb bejfen SBintet gtei^ groß finb. 

Unter bm S)reiedfen baQ gteid)feitige 33reietf, unb unter 
ben aSieretfen ba^ Cluabrat fönnen bemnac^ ju ben regelmäßigen 
^ol^gonen gejäljtt irerben. 

§. 137. 

ßel^rfa^. Seber §)ot9gonn)intct in einem regelmäßigen ^os^ 
I^gon Don n ©eiten beträgt jtpei redjte SGBintet ireniger — dt. 

n 

Dber trenn man ben ^ol^gontüinW mit W bejeit^net, fo ifi 

Tf=2 9t — -9t. 

n 

3)er 83 e tu eis ergiebt fic^, trenn man bie (Summe aller SCBinfef 
ober S (§. 134), burc^ bie Sfnjar;! biefer SBinfef, ober «, bit?ibirt. 

SSeifpiet. Seber ^oI^gontüinM beträgt 

im regelmäßigen 3)reie(f 60^ 
„ „ aSteretf 90^ 

günfetf 108O 
(Sediäetf 1200 

§. 138. 

ßel^rftt^. kongruente ^ot^gone n^erben burc^ übereinjlim:: 
menb gcjogene ^Diagonalen in congruente SDreietfe jerlegt 



Sünftrr ^Ibrc^nttt. 
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ABCDE = FGHIK. 

Jfolgerung: 
/^, ABC = /\^ FGH 

A ^^£ = A Wir. 

»etüeiö. X^a bie ^^olDflonc i4^CI?E uub FG/^/Ä qI8 congrucnt 
üorfluSgefclt tncrben, fo fann mau fie fo aufcinanbcr Icflen, baj^ 
fie ftt^ DoKjlänbiß Decfcn. SflSbann lüerbcn andj bic olcidjlicgcnbcn 
gtfpunftc bcibcr ^oUjgoue jufammcnfaHen, folglich and) (§. 9) bic 
ä6ercinjlimmcnb gejügcneu J)iagonaIcn AC unb FH, AD unb F/5 
unb mithin bedfcii fid) aud) bie 3)Tcie(fe ^^C unb FGU, AGB unb 
F/T/, JDF unb FIK, b. ^. bicfe X>rciecfc ftnb paarwcifc congrucnt, 
lü. j. b. tt?. 

§. 139. 

Sel^rfa^. ^ol^gone ftnb congrucnt, n^enn ftc auö con:: 
Qtuenten S)reicrfcn auf übcrcinjiimmenbc SGBeifc jufammcn^ 
gcfefet jlnb. 

(Umfcßrung bca Dcrigen ßcfirfa^eö.) 

A -4iBC = A ^ö^ 
A ^^^ = A ^^^ 

A ^^^ = A WÄ 

golgerung: 
^^CZ>£ = F(?////r. 

95cwcia. S)tan fege bie bcibcn *poIl)gonc ABCBE unb FGÄ/If 
fo auf cinanbcr, ia^ baö 3)rcic(f FGH auf ^^C fättt, welc^ce 
mögli^ ijl, ba bcibc S)rcic(fc nad) bcr SSorauafc^ung congrucnt 
jinb. Sftebann fmb, ttcgcn bcr übcrcinjlimmcnbcn 3nfammcnfe^ung 
bcr 6cibcn ^oIt)gonc, bic jufammcnfaHcnbcn fünfte A unb F, 
C unb H jugfcid^ auc^ glcidilicgcnbc gtfpunftc bcr bcibcn folgcnbcn 
congrucntcn 3)rcicdfc AGB unb FBI-^ folgli^ irirb au^ ba§3)rcic(f 
FHl auf AGB fallen. Scrncr ftnb, wegen ber übercinjlimmenben 
3ufammenfc^ung bcr beiben ^oIt;gonc, bie jefet jufammcnfattcnbcn 
fünfte A unb F, B unb / juglcii^ aud) glcit^liegcnbc gdpunftc 
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ber bcibcn felgcnben congrucntcii S)reie(fe ÄDE unb F/Ä"} fofgüd^ 
irirb aud) baa 3)reiedf FIK auf ^Z>£ fallen. (gOenfo hjürbc man 
fortfa[;ren, tücnn bic 9lci[;e ber ^rciccfe noc^ größer wäre. 2Jlan 
gelangt mithin allgemein ju bem ©ti^tuffe, baß bie beiben Dor^ 
fiegenben ^otl;gone tottfiänbig iiufammenfatten, alfo congruent jinb, 
lü. j. i, tu. 

Sl n m e r t u n g. Durd^ biefen 8e[;rfafe ifl man immer im ©tanbc, 
bie ßongruenj jmeier ^ori;gone auf bie Songruenj berjenigen 35rcietfc 
jurüdfjufftl;ren, au§ tüeld^en bie ^ol^gone jufammengefefet toerben 
fönnen. Sfua biefem (Srunbe ifl eine tneitere Setra^ltiing ber Sons: 
gruenj ber ^oIt;gone unnötf;ig. 

§. 140. 

Aufgabe. (Sin gegebenes §)ol9gon in ein ©reletf ju 
berrranbetn. 



gifl. 93. 




(begeben: 

^oIl;gon ABCDE. 
3nf;altagreid)e8 A- 



S n fl r u c t i n. 3n bem gegebeneu ?5ünfedf ABCDE jiefje man 
eine J)iagonare ^I>, meldte baS "S^xtitS ÄDE abf^neibetj lege burt^ 
bie gegenüberliegenbe ©pifee E biefeS 3)reie(f§ eine parallele ju AD, 
madjt biefelbe fo fang, bi8 fie bie SSerlängerung ber anliegenben 
(Seite BA in F trifft, unb jiel^e DF. Sflabann ifi au8 bem günfetf 
ABCDE baa inrjaltagfeicf^e SSicretf FBCD gelüorben. 

gerner jiebe man in bem entflanbenen SSieredf FBCD eine iDiago^: 
naie BD, todä^t baa 35reietf BDC abft^neibetj lege burcf; bie gegen* 
flberliegenbe ©pifee C biefea 3)reiedfa eine parallele ju BD, maäjt 
biefelbe fo lang, bia fie bie SSerlängerung ber anliegenben (Seite AB 
in G trifft, unb iier;e DG. §flabann ift aua bem SSieretf FBCD 
baa infjaltagleiti^e 3)reietf FGD geworben, mithin bie Sfuf:? 
gäbe gelöp. 
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3)cr fSch)ei§ ergicbt fic^ au§ btx Sn^altagteic^^cit ber 33rcicdfc 
ADE mb AUF, fo tüic btx 3)reictfe BDC unb BDG, nai) §. 116. 

9fu8 bicfer (Sonpruction folgt ton felbfl, tüie man mit einem 
mcl^r afä fünffeitigen ^oU;gon ju Derfaf;ren I^at. ?fuc^ ifl teic^t 
ju erfennen^ wie bie ßonjlruction fic^ änbern map, tüenn bad 
^I^gon erratene SBinfel entliält. 

Sfnmerfung. S^at^ bem vorigen ?fbfc^nitt fann jebed S)reie(! 
in ein ^tiAtd, unb biefeS in ein Quabrat üerlDanbelt tnerben. 
gfolglic^ laßt f«^ allgemein jcbe8 ^ol^gon in ein D.uabr:at t)er-. 
tüanbeln. 






Sungrntcn unir ^ctantrn. 

§. 141. 

ßrHärung. *) Unter einer S:an gen te bcö Ärcifeö uer:= 
jlcl^t man eine imbeflrenjte gerabc Sinic, Jretd^c mit bem 
Äreifc nur (Slnen ^unft gemein ^at. 

®iefer gemeinfc^aftti^e ^unft xoxxb ber SSerü^ruugö:: 
jpunft genannt. 

Sfuc^ fagt man Don einer San g en t e, fte er ü h r e (ober t an gi r c) 
ien Äreiö. 

§. 142. 

©rHtttung- Unter einer ©ccante beö Äreifeö üerfle^t 
man eine unbegrenjte gerabe Stnie, ivet^c mit bem Äreife 
jtPti ^yxxitit gemein ^at. 

®icfe beiben gemeinf^aftti(^en^unfte irerben bie @ ^nitt:= 
jpunfte genannt. 

Sfuc^ fagt man bon einer ©ecante, fie f^neibe bzn Äreiö. 



*) igitt finb subor bte §§. 26 bid 32 ju toiebec^oten. 
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§. 143. 

ßel^rfa^. @ine gcrabe Sinie, tpel^c in 5cm ©n&punfte 
eines ^atbmefferS rec^ttpintetig auf biefem J^albmeffer fie^t, 
ifl eine 5£angente beS itreifeS. 



gig. 94. 




aSorou«fe|junfl: 
Folgerung: 

AB ijl Sangente. 



SSemeia. @6 muß 0^5^*9* ^^erben, ba^ bie gerabe Sinic AB 
öußer bem fünfte C feinen jtüeitcn ^unft mit bem Äreife ge^ 
mein Ijat 

®efe^t eö fei D ein jtreiter ^unft ber geraben ßinie AB, tüeld^er 
jugteici^ bem auö M als SJtittelpunft conjlruirten Ä^reife angehört» 
9Jtan jiefje ifP. 2flabann Ijat man natf) §. 27 

MD = MC. 
9{ber in bem red^tminfeligen ^reietfe MDC ift nad^ §. 37 

MD > MC, 
unb biefeö mibcrf|)riti^t ber Dorigen ©leic^ung. 

S)er SBiberfprud) I;ört nur auf, menn C ber einjige ^unft \% 
welchen bie gerabe ßinie AB mit bem Ä^reife gemein f;at, tn. j. b. m. 

§. 144. 

ßel^rfo^, @iue gerabe Sinie, ivel^e in bem ©nbpunfte 
eines ^atbrnefferS nid^t re^tirinfetig auf biefem J&atbmeffer 
fielet, ift eine ©ecante beS itrcifeS. 
819. 95. 



^ BCM < 9t. 




^5 ijl ©ecante. 



fScttjeid. ®§ mu^ ßcieigt »erben, baf bie gerabe ßinie AB 
üxi^tv bem fünfte C nod) einen jtneiten ^unft mit bem Greife 
gemein ^at 

SJlan fätte au8 bem gjlitterpunft M beS Äreife8 auf bie gerabe 
JBinie AB ba& ^erpenbifef MD, trage bie Sänge CD m6) DE ab 
unb aie^e ME. SHebann ip nai^ §. 74, 2) 

Jf C = ME, 
folglich ifl nad^ §. 29 ber ^unft E ein ^unft berjenigen Äreia^ 
^erip^erie, tüelc^e biiri^ C ge^t unb ben ^unft M jum 2Jlittet 
pnnftz ^at5 b. 1^. bie gerabe ßinie AB f)at jiüei fünfte C unb E 
mit bem Äreife gemein, m. j. b. tt). 

§. 145. 

Sel^rfa^. Sebe Sangente ^i)lxt^t mit bem ^albmejfer im 
SBerü^rungöiJunfte einen rechten SGBinfel ein. 

(Umfe^rung beS 8e^rfafee8 §. 143.) 




9$ r a u d f e ^ u n 9 : 

AB ifl Tangente in C. 

golgetuitö: 



83 eh) ei 6. ©efe^t e8 fei ^ BCM nit^t glciti^ einem rechten 
?EBinfeI, fo tnürbe, nad^ bem vorigen ße^rfafee, bie gerabe ßinie 
AB au^er bem fünfte C no6) einen jlüeiten ^unft mit bem Greife 
gemein ^aben, tüaö ber S3ürauöfefeung tüiberfpric^t. 

35iefer SBiberfpruc^ ^ört nur auf, tüenn 2, ^^^ = ^ ifi/ 
tt). }. 6. tt). 

§. 146. 

Slufga&e. SCn einen gegebenen ^eiö in einem gegebenen 
§)unfte beöfetben eine Tangente ju legen. 
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®egrben: 
O ÖU§ M, 

^unft C in bcT ^mp^eric. 

©efui^t: 

Sangente in C an O- 




3)ie ßonjlruction folgt unmittelbar auö bem Se^rfafcc §. 143i. 

§. 147. 

SlufgttBe. Sin einen gegebenen ÄteiS üon einem gegebe- 
nen fünfte aufer^aK beöfetten eine Sangente ju jietjen- 

8i8. 97. 

gegeben: 

O aus -W"/ 
^unft J au^er^alb beöfelben. 

©efut^t; 

Sangente ans ^ an Q- 

grjle gonflructiun, Sig. 97. SlJJan jie^eJf^, conjlruire ü6er 
biefer ßinie alö ^nTt^melfer ben ^albfreiö if^^, unb tjerbinbe bta 
^unft jff, mo biefer §albfreia ben gegebenen Äreia trift, mit A 
burc^ bie gerabe ßinie BA. J)iefe ßinie ijl bie gefuti&te Sangente. 

3nm Setneife jie^e man iJf5 unb menbe ben ße^rfafc §.68 
an, na^ weltfern ^ MBA = 31 ijl. 

3itieite Sonjlruction, ?5ig. 98. SJtan jie^e MA, confhruire 

aus M ala SJlittelpunft mit MA afö 
§albmefer hzn Äreiöbogen AB, zvAäfiz 
in C auf MA ba^ ^erpenbifel CB, mzU 
c^c§ im Äreiabogen AB in B trifft, jie^e 
JlfÄ, unb enbtit^ au6 bem ©ti^nittpunfte 
B bie gerabe ßinie DA. 3)icfe ßinie ifl 
bie gefuc^te Sangente. 

3um 58 e weife ^at man nac^ §. 60 
A ^DA = A ^f^, »otaw» folgt 
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Sfnmerfung. 3)ur^ iebc biefer ßonjlructioucn jtnb aud beni:5 
felben Ranfte A jtüci Sangenten an bcn gegebenen Ä^reiS möglirf;. 

§. 148. 

Sel^rfa^. ®ic bciben Sangenten, tpel^e man üon einem 
gegebenen ^yxxdXt auferi^alb eines ÄreifeS an biefen Äreiö 
legen fann, jinb gteid; lang. 

gtg. 99. 

asoraudfejiung: 

^^ unb ^C jtnb Tangenten. 

golgerung: 
AB = AC. 

aSehjeia. 2Jlan jie^e MB, MC unb MA. Sflabann ijl 

MA = MA 

MB = MC m6) §. 27 
^ Jlf^il = ^ J»fC^ = 9t, nad) §. 145, 

folglich nac^ §. 76 

A ^BA = A ^CA, 
unb baraua, nat^ §. 54, AB = AC, tn. j. b. tn. 

§. 149. 

@rf IStung. @ine @ e ^ n e ijl eine begrenjte gerabe ßinie, 
weld^e jwei fünfte einer Äreiös^^erip^erie mit einanber 
»erWnbet. 

ajlan fann auc^ fagen, eine (Seltne fei berjenige %[)t\l einer 
@ecantc^ »eitler innerhalb beö Ä'reifed liegt. 

§. 150. 

ge^rfa^. gine gerabe Sinie, m^t aus bem SKitte^Juntt 
fce« jtreifee nad^ ber ÜJlitte einer ©e^ne gejogen wirb, fielet 
te^ttülnfeftg auf biefer ©e^ne. 

Skrbinbrt man bie (gnbpunfte ber @e^ne mit bem ajlittetpunfte 
beS Äreife0, fo ifl biefer Se^rfafe beriefen im §. 69. 
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§. 151. 

Sel^rfa^. ®in ^txptnbiM, rret^ee aus bcm 2Jllttetpunfte 
beS ÄrcifcS auf eine (Se^nc gefällt tpirb, ^atbtrt 5iefe ©e^ne. 

3jl gleich mie btx vorige ßeljrfa^ beriefen im §. 70. 

§. 152. 

Sel^rfa^. @in ^txptnbxM^ rrel^eö in ber SWittc einer 
(Se^ne auf biefer @e^ne errid^tet tvixb^ trifft ben 9JtttteU 
Ijuntt beö ÄreifeS. 

3fl gleid^ tvit btx t?orige ßefjrfa^ bewiefcn im §. 73. 

§. 153. 

ßel^rfa^. ®(ei^e ©e^nen eineö Äveifed ^afeen gleite 
«(bflänbe tont gjlittel|junfte. 

S^oraudfe^ung: 

AB=CD 

ME _L AB, MF ± CD. 

gotgerung: 
ME = MF. 

93eiücia. 2Jtan jicfje MB mb MC. Sfföbanu ifl 
J»fi? = J»fC nad) §. 27 
EB= FC mä) §. 151 
^ J»f£5 = ^ JfFC = 9t nai^ ber S3orau6fc^ung j 

fotglidi natf) §. 76 

mithin auc^ i*f£ = MF, m. j. 6. tu. 

§. 154. 

Sel^rfa^. Seinen eined ÄreifeS, tt^et^e gleii^e $C6fiänbe 
tom aJlittetpunfte ^aben, jlnb gteic^ grof. 

(Umfc^ritng bea vorigen ßel^rfa^eS.) 

S)er 83 e tu eis fann naij bem SSorbilbe be9 t?origen 83etreifed 
gefüfirt tücrben. 





§. 155. 

Se^rfa^. SBcnn jtpei (Seinen eined Äteifcö ungteid^ 
flnb, fo i)at bxt gtöfete t?on i^nen 6en Reineren §(6jlari6 
tom 9nittett)unfte. 

»ig. 101. 

SBoraudfej^ung: 

ilÄ > CD, 

ME J_ ^ß, iJTF _L CD. 

golgerung: 

if E < JJf F. 

aSemeiö. ^an jie^ie J»fÄ imb MC. Sflöbanu ifl nac^ §. 127 

nMB = DME-^DEB 
[JMC = [JMF + OFC 

iinb bii man außcrbcm f;at ifÄ = -ÄfC, mitt;m auti^ DMB = Oi MC, 
fo folgt axiB ben beiben üorigen ©Icid^ungen 

nME + nEB = nMF-{-nFc. 

Sluii ifl nac^ ber S3orauSfc^ung i4B <; CD, fofgfic^ auc^, iregen 
§. 151, EB^FC mb baraua 

DEByOFC] 

xinb menu mau bicfe Ungleic^mg Don ber vorigen ©leit^ung fub- 

txaiyixt, fo fommt 

n i«f £ < D MF, 

i). i. ME < ilfF, h). j. b. m. 

§. 156. 

ßel^rfa^. SGBenn jn^ei ©eignen eineö Äreifeö ungleiche ^U 
ilänbe t?om 9Jlitte(|Juntte ^afeen, fo ijl biejenige ton i^nen bie 
gröf ere, tpetc^c ben tieineren 9(bj!anb öom 9Jlittett)nnftc ^at 

(Umfef;rurtg be8 torigen 8e^rfafee0.) 

S)er 18 e h) e i § fann nad^ bem S3orbifbe be§ üorigen a3emeifc8 
^efü^rt irerben. 

§. 157. 

3ufa|. ®ic größte ton atten Seinen eines Äreifeö ifl 
ier SDurc^meffer. 

aBittf!ein'8 (gCfra.-3nat^tmatif. I, »b. 2. «bt^ffl. 7 
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§• 158. 

Sr|rfa^. Sine gcrabe Sinie tonn mit einem ^eift 
nid(|t brei fünfte gemein ^aBen. 

J)er 18 e tu e i § ip in §. 74, 5) entfjalten. 

§. 159. 

^lufgabe. 6inen Äreiö ju conjirniren, meldet bur^ brei 
gegebene fünfte gc^t. 

gegeben: 

«punfte A, B, C. 

®rfu((t: 
O i^Vixi) A, B, C. 

ßonjlructiün. 9Jlan Derbinbe bie brei gegebenen ^unltr 
A, B, C bxxxi) bie beiben gerabcn ginien AB unb BC. 3n ber 
SJlitte D t)on AB errichte man ein ^erpenbifel DM-^ ebenfo in ber 
gjlitte E \)onBC txxiäjtt man ein ^erpenbifel EM-^ unb ben S)urd^:5 
f(^nittapunft M biefer beiben ^erpenbifel berOinbe man mit A burij 
bie gerabe ßinie MA. 2öenn man nun auS M aU SJtittelpunft 
mit MA al8 §afbmeffer einen Ä'reiö confiruirt, fo irirb biefer Äreiö 
jugleid) burc^ bie brei gegebenen ^^unfte A, B, C ge^en. 

3um Selüeife jie^e man noc^ MB unb MC. Sflabann folgt. 

aud §. 74, 2) 

MA = MB = MC'^ 

folQliij liegen nad^ §. 29 bie fünfte A, B, C in einer ÄreiSs: 

^erip^erie, beren SUlittelpunft M ifl. 

Tietermination. :j)ie Sfufgabe tnirb unmöglid^, irenn bie: 
brei gegebenen fünfte in giner geraben ßinie liegen. 

fage jtDeler förelfr. 
§. 160. 

ßel^rftt^. SBenn jtrei Greife ben SDlittet^Jimtt unb eineit 
^unft i^rer §)erip]^erie mit einanber gemein i)aUn^ fo becf en. 
tie tic^. 




Der 58 e» ei a ergiebt ^d) auö §. 29. 

§. 161. 

3ufa^. Jtrcife boxt fl(eid&cn ^aKmeffern fln6 couflnicnt 

a>enn möti lann fle nad^ bem Dorißen Se^rfafce fo auf tinanber 
Ugen, baf^ fte fid^ bedFen. 
Greift Dem flleic^en §albmeffem nennt man fttrjer: fliege Äreife. 

§. 162. 

Se^rfaj^. SBenn j»ei Äreifc örrt fünfte mit rinanber 
gemein ^afeen, fo bedfcn fle jtd^. 

»tfl. 102. 

S&oraudfetttitg: 

Durd^ ^, Ä, C ge^en jmei Greife. 

golgerung: 

ÜBeibe Äreife becfen fic^. 

aSetüeiö. Da bie fünfte A, B, C beiben Greifen jugleidi an^ 
gel^ören, fo fallen auti^ bie (Seinen AB unb BC beiber Greife auf 
einanber^ folglid^ fallen auc^ bie ^erpenbifel BM unb EM auf 
einanbcr, toetd^e in beiben Greifen auf ttn 2Jlitten 2> unb E biefer 
@ef;nen errichtet pnbj unb mitl^in muß Mxij enblic^ ber ^unft M 
al6 SJlittelpunft Reiben Ä'reifen jugteit^ angeboren. 9^un ^)ahm 
bie beiben Greife ben 2Jlittetpun!t M unb einen ^unft j. 83. A ber 
^erip^erie mit einanber gemein, fotglid^ bedfen fie fic^ nacf) §. 160^ 
vo. j. b. to. 

§. 163. 

@rf(arung. ^xozx Greife, tt?etd^c einerlei 2Jlittetpuntt 
imb Derf^iebene ^albmejfer ^aben, tt^erben concentrifi^e 
Ärcife genannt. 

§. 164. 

^rflarung. SBenn jtrei Äreife t)erf(^iebene aJlittelpnntte 
l^alben, fo üerflel^t man unter i^rer Sentrattinie bie 
nnlbegrenite gerabe ßinie, »elc^e burd^ i^rc ÜJlittetpunfte 
gelegt rrerben tann. 






. r ' V ^ ■■' 
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§. 165. 

@rf[Sruti0. 58ott j»ci Ärrifen, »elc^e nur ginen ^unft 
mit cinanbcr gemein ^aben, fagt man, jie berühren fi^ 
in biefem fünfte. 

aSon i»ei Greifen, mlä)t j»ei fünfte mit cinanber ge^ 
mein ^aben, fagt man, fic fc^n ei ben |l(]^ in biefen fünften. 

S)ie JBerü^rung jweier Ärcife ifl eine äußere ober eine innere 
fSerft^rung, je naijbtm beibe toife ganj außerhalb cinanber, ober 
ber eine ganj innerhalb beS anbern liegen. 3ioei [\äj fd)neibcnbc 
streife liegen immer jum S^^eil in einanber unb jum Sf;eil außer 
einanber. 

§. 166. 

ßel^rfa^. SGBenn jtrei Greife einen ^untt i^rer gentrafc 
linie mit einanber gemein ^aim^ fo berühren flc ft^ in 
biefem §)unfte. 

S)a bie a3erür;rung eine innere ober eine äußere fein fann, fo 
jlnb ^ier jtoei gäffe ju unterft^eibcn. 

grfler ^aU. 
5ig. 103. 




SBoraudfe^ung: 

M, A, L in geraber ßinie. 

golgetung: 

Ä ifl 83erü^rungapunft. 



aSetoeia. ©efefet bie beiben Greife Ratten, außer A, noc^ einen 
jiüeitcn ^unft B mit eincinber gemein. SJtan jie^e bie §albmeflfer 
MB unb LB. Sflabann ifi naij §. 27 

MB = MA 
LB = LA, 
woraus burd^ S(bbition folgt 

MB-^LB^ ML. 
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Sfber nacl; §. 78 ifl 

JlfB 4- Lß > ML, 

folglich fiiibct i;icr ein SBiberfpruc^ patt. 

a5er SCBiberfpruti^ ^ört nur auf, menn bic beiben Greife feinen 
jmeiten ^unft außer A mit einanber gemein ^aben^ folglich be^ 
rühren fie fit^ in A, ir. j. b. xc. 

3treiter Sali. 
Jig. 104. 



IBoraudfrl^ung: 

M, L, A in geraber 8inie. 

Solgerung: 

A ifi $8erä[;rungSpunft. 




Semeia. ©efefet bie beiben Greife bätten wie t?or^in, außer A, 
einen jtreiten ^unft B mit einanber gemein. SJlan jie[;e bie ^alb:? 
meffer MB unb LB. SflSbann ifl nad^ §. 27 

MB = MA 
LB = LA, 

tt?orauö burti^ ©ubtraction folgt 

MB — LB = ML. 

?rber nac^ §. 79 ijl 

MB-'LB<1 ML, 

folglich jtnbet ^ier ein SBiberfpruc^lpatt. 

3)er SBiberfpruc^ ^ört nur auf, trenn bie beiben Greife feinen 
jireiten ^unft außer A mit einanber gemein babenj folglid^ be- 
rühren fie ji^ in A, tv. j. b. ir. 

§. 167. 

Sel^rfa^. SGBeun jirel Äteife fxä) berühren, fo liegt bcr 
aSerü^rungSpunft in i^rec (Senttattinie. 

(Umfe^rung b:a teerigen ßetirfa^e©.) 
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yfankietrif. 



Jtfl. 105. 




93orattdfe|ttn0: 

Ä ifl Serü^runflapunft. 

Solgerung: 

Jf, A, L in geraber 8inie. 



Säe meid, ©efe^t ber SSerü^rungdpunft il liege nic^t in ber 
(Sentrallinie ML. SJlan fäffe auö ^ ein ^erpenbifel AB auf ML, 
verlängere baöfelbe über B ^nauö, fo ia^ BC = AB »irb, unb 
jie^e MA, MC, LA unb LC. Sflöbann ift nai^ §. 74, 2) 

MA = MC 

LA = LC, 

folglich I;aben nac^ §. 29 bie beiben Greife au^er bem Säerü^rungö^ 

punfte A noäj einen jtneiten ^unft C mit einanber gemein, »aö 

ber SSorauöfcfeung tüiberfpric^t. 

Der SBiberflprui^ ^ört nur auf, menn ber a3erü^rung8punft A 
in bic ßentrallinie ML faßt, ». j. b. tt. 

35er 58emei8 bleibt mörtlid^ berfelbe, bie beiben Greife mögen 
jtc^ Don außen (wie in Sig. 105) ober t)on innen berühren. 

§. 168. 

3ufa^- ^tvd ^ä) berü^renbe Greife ^abtn im fficrü^rs 
tung8t)unfte eine gemeinfc^aftti^e Sangentc. 

Dber wenn man an einen Don jtoei jid) berü^rcnben Äreifm 
im a3erü^rung8punfte biefer Äreifc eine Tangente legt, fo berührt 
biefe Sangente in bemfelben fünfte jugleic^ aud^ ben anbcren 
itrei6. 



iDinkrl im ürrifr. 
§. 169. 

@rf [Sning. Unter einem (Scntriwinfct tjerfte^t man 
einen SBlntcI, beffen ©d^eitetpunft im SJlitttI|?unfte eine« 
Äreifeö liegt. 
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3e5em Sentrimintel gt^ört ein Kreisbogen }u, totliftx jmifc^en 
ten ©tafeln fceöfelben enthalten ifl ©8 fei AB biefer Ärei6begen} 
öann lann man ben SentriminM, meieret auf betn 93c0en AB ^tf)t, 
fnxi buxä) 6 (AB) bejeic^nni. 

66enfa gehört jebem ^o^Ien Sentriteinfel eine ©e^ne ju, welche 
jiüife^en btn ©c^enteln beöfelben enthalten ifl unb bie gnbpunfte 
<beS i^tn juge^örigen 93ogen8 üerbiubet. 

§. 170. 

&e|tfa^. 3u gleichen gcnttiipinfctn in einem Äteife, ober 
in Qldäjtxi Äreifen, fle^öten gleite SBögen. 

%i^ 106. 

$Borau0fe|uog: 
^ AMB = ^ CLD. 

Jolflerttttfl: 

Sogen AB = ©ogen CD. 

S3en)eia. äJlan lege bie beiben äBinfel AMB unb CLD fo auf 

einanber, ba^ L auf M unb LC an^ MA fällt} alöbann wirb wegen 

fcer aSorauöfefeung ani) LD auf MB fallen. Serner werben, wegen 

©leiti^^eit ber ^albmeffer, bie fünfte A unb C, fowie bie fünfte B 

unb D einanber beden; unb ba überbieS wai) §. 160 bie beiben 

^reiS» Peripherien einanber berfen, fo muffen au(^ bie SBögen AB 

unb CD i^rer ganjen 2fu8be^nung naii iufammenfallen, ober nad^ 

:§. 30 ^at man 

Sogen AB = Sogen CD 
vo. j. b. w. 

§. 171. 

Se^rfa^. <3u gleichen Sögen in einem ^reife^ ober in 
steigen Äreifen, geböten gleite ßentriwinfel. 

(Umfe^rung bz^ oorigen 8e^rfafee8.) 

^ X ^JD ©orau«fe|uttg: 

Sogen AB = Sogen CD. 







lA X^ ]C 

Sotgeruna: 
^ AMB = ^ CLD. 
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SJeweie. SMiin lege bie bciben gleichen ©öflen AB m\i CD fo« 

auf cinanber, ba^ fie i^rer ganjen SfuSbe^ming naä) jufammen?^ 

faÜeii; alfo jugleit^ aud) bie fünfte A unb C, fowie bic ^imftc B 

imb D einanbcr btitw] tt)eld)e8 nai) §. 30 inbg(id) ifl. Sftebanii 

tuerbeu nai) §. 162 auc^ bie SMittcIpunfte J!f unb L beiber Ärcife 

cinanber berfen^ folglit^ wirb auc^ ^AMB mit^ CLD jufammen^ 

fallen, ober e6 iji 

^ JJtfB = ^ CLD 

VO. j. b. w. 

Sfnmerfung. 3n biefem 8e^rfa|e beru[;t ber eigentlidje ®run^ 
für bie SWeffung ber SBinfel burc^ Ä^rei6bögen, mlä)t in ber 6r== 
flärung §. 32 angejeigt Sorben ijl. 2)enn au8 biefem ße^rfafer 
erfl fann man fc^Ueßen, ba^ alle SBinfel t^on 1® unter fiä) gleich 
gro^ fmb) cbenfo alle SBinM t?on I', unb t»on fj unb ^ierJtuö^ 
fann man ferner fc^He^en, ba^ man immer biefelbe Sfnja^I Don 
©raben, SJtinuten unb (Secunben für einen gegebenen SBinfel er^ 
t;alten wirb, wie gro^ man auc^ bm §albmeffer beöjenigen Äreiö:^ 
bogenS annimmt, welcher au6 bem (Sc^eitelpunfte be8 SBinfelS, al^ 
SJtittelpunft, jwifc^en bm ©c^enfeln beafelben conflruirt wirb. 

§. 172. 

Sel^rfo^. 3u gleii^en gentriwinfeln in einem itreife^ 
ober in gleiii^en streifen, gel^örcn glcidje ©e^nen j unb um^ 
gefeiert, ju gteiii^en ©eignen gehören gleite gentriwinfel. 

a^iefer 8e[;rfa| ifl na* §. 169 auf ^o^Ie Sentriwinter befdiränft- 
©er 83 e w e i 6 ergiebt ftc^ in jebem ber beiten e?älle burc^ eine 
gongruenj jweier S)reie(fe. 

§. 173. 

3ufa^. 3u gteiiä^en SSögen in einem Greife, ober iit 
QUx^tn Greifen, gehören gteiii^e (Seinen } unb umgefe^rt, 
ju gleiten (Seinen gehören gleidje ^ögen. 

S)iefer ©a|, welcher unmittelbar au6 btn brei iiorigcn ©äfeen 
folgt, ift auf a3i)gen befi^ränft, wel^e Meiner ala ein Cl^I^fteia ftnb* 

§. 174. 

6rf Ifirung- Unter einem ^eri^jl^eriewinfet uerfie^t 
man einen ^infel, bt^tn ©lä^eitelpunft in bie ^erip^erie 
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eines Äreifeö faßt uub bt^m ©t^enfet entireber jlpei Seinen, 
obtx eine ©e^ne unb eine SJangente jinb. 

Tlan tjat ^iernad) foglcic^ jit)ci Sfrten ron ^erip^ericminfeln jii 
nntcrfc^eiben, je nac^bem ber SBiiitel ron jtrci ©e^ncn, ober t?on 
einer @cf)nc uub eiuer Saugeute, afö ©c^euMu gcbilbet wirb. 

Sebem ^crip^cricwiufel gel?ört ciu Ä^rri^bcgeu ju, treld)er jtüifchm 
btn ^ijmttln beafclbeu cut^alteu ijl. 

§. 175. 

ßfl^rfo^. ein ^crip^erien^infet ift ber Raffte beSienigcn 
6entrin)infete gteid;, n?etd^em berfelbe SSogen jngel^ört. 

©rfler Sali. 2)er ^erip^erietr»iufe( rrirb i?ou einer ©ebue xmb 
einer Sangente gebilbet. 

Jifl. 107. 

SSorauefr^ung: 

AB iji ©ebne 
^C ift S^angente. 

Jolgfrunfl: 

93emei§. es fei M ber 2JlitteIpunft be8 Äreifee. SiJlan jieC^e 

MA uub Jüfßi alöbann ift 

2 ^Jlf J5 = 6 {AB\ 

xxnb tüeun tnan aua M auf ^B tci^ ^erpenbifel ME fällt, fo i^at 

man t?ermöge bea §. 70 

^ AME = I 6 (^ß). 

9iun if} vermöge beS 8cl;rfa^ea §. 45 in bem in E redjticiuMigen 

2)reie(fe AME 

Z^AME-^ /^MAE = m'^ 

ferner ift nac^ bem ßet)rfa|e §. 145 

§ruS biefen beiben ©leit^ungen folgt 

^ BAC + ^ JJf^E = ^ ^J«f £ 4- ^ if^E 
nnb barauS nad) ©ubtraction bc8 ^ MAE 

^ BAC = ^ AME 
b. l /iBAC = \^ {AB) 

vo. )• b. tt). 
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3n biefem Säemeife ifl Dorau8gtfe^t tooxbm, ba^ bn QtQtbtm 

^trip^erieiüinfel BAC ein fpifeer SCBinfel ftl ©offtc biefrr SBinW 

aber ein fhitnpfer SBinf el fein , j. 83. ^ BAD, fo ^at man fof ort 

ebenfo 

^BAD = \(i (AFB). 

'S>mn biefe ©teic^ung liefert^ ju ber vorigen @nbg(ei(^ung abbtrt, 

bie ibentifc^e ®Iei(^ung 

2 91 = 2 91. 

3ti)eiter gall. 35er ^erip^eriettjinfel wirb Don jtoei (Seinen 
gebUbet. 

910. 108. 

B ^ 

SBoranSfflung: 

,C AB, AC pnb <^tf)mn. 

SSeweiö. 2)lan lege im ©d^eitelpuntt -4 be6 ^erip^erietüinfeK 

an ben ÄreiS bie Sangente DE. Sflöbann ifl nat^ bem Dörfer- 

ge^enben erflen ?JaIIe 

^BAD = \(^ (AB) 

^CAE = \^ \aC) 

m\b wenn man biefe btibtn ®Ieid)ungen abbirt unb i^re ®umme 
üon ber ibentifc^en ©leit^ung 

29t = 29t 

fubtrat;irt, fo bleibt 

^BAC = \(^ {BC) 
to. }• b. tv» 

Sfnmerfung. S5on bem ^ier bewiefenen Se^rfafce ifü berSe^r^ 
fafe beS S^ale8 §. 68 nur ein befonberer Sali. 2)enn ber SEBinfel 
im §albfreife ifl gleit^fallö ein ^erip^eriewinfelj ber i^m jugel^örige 
SSogen ifl ein §albfrei6. 

§. 176. 

3ttfa^. 3u Qltx^tn §)erip^erieipinfetn In einem Steife, 
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ü^er in gleiten Ärrifcn, Qtf)ixtn Qtdäjt SSögeu} unb um:: 
flefe^rt, ju gtcl^m Sögen gehören gtcl^e §Jerip^ettctt?mfeU 

©emnatft jlnb aud^ in einem Greife aUc ^erip6erie»infel über 
einerlei Äreiöbogen gleit^ groß, wo au(^ in ber ÄreiS^^erip^erie 
ier ©(^eitelpunft bzB SBinfelS angenommen werben mag. 



3. 93. in gSg. 108a ifi 

= ^ ABB == ^ ilÄF. 

Xienn aOe biefe SBinW finb ^erip^eminfet 
auf bemfelben 93ogtn AGB. 




Sfnmerfung. SJlan mac^t ^ierüon Sfnmenbung beim ®au 
ier ©(l^aufpiel^äufer, wo man bm ßogenrei^en im 3uf(^auer- 
räume bie ®epalt einee ÄreiSbogenS ACDEB giebt, weld^er bic 
IDepung ber ©ü^ne, AB, jur ©ebne fjat J)iea gewährt ben 
SBort^eil, ba^ allen 3uf(^auem in einerlei Sogenrei^e bic Deffnung 
ier ©ü^ne unter gleichen @e^winfetn erfc^eint^ benn biefe @e^=: 
toinfel flnb niä)t^ anbereö aß bie ^erip^eriewinfel ACB, ADB, AEB 
über bemjenigen Sogen AGB, welker bin 3ufc^auerraum ju einem 
üoffen Äreife ergänjt 3m grie^ifj^en Sweater war ber Äreiö^^ 
bogen, ben ber 3ufd^auerraum bilbet, wenig größer al8 ein ^aV):^ 
freiS, unb im römift^en ^^eater genau ein ^albfreiSj in ben heu- 
tigen Sweatern bagegen beträgt er brci SSiertel ber Ärei8^^erip[;erie 
ober barüber. 

§. n6a, 

flafgaBe. Uebet einer gegebenen geraben ßinie, at8 
@e^ne, einen ^eiebogen ju confiruiren, wettern ein ge:= 
gebener SBinW ate ^eripl^eriewinfet juge^ört. 

Sfuflöfung. @ä fei AB, gig. 108a, bie gegebene gerabe ßinie. 
SJlan lege. an biefelbe im fünfte B, al8 ©t^eitelpunft, einen 
9Binfe( ABF, welker bem gegebenen SBinfel gleit^ iftj ^albire 
.^ in IT} errichte ^erpenbifel auf AB in H, unb auf BF in B, 
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trelc^c fiä) in M burdjfc^neibcn, unb confhuire au9 M al6 SJlittefc 
|)unft mit MB ala §aI6meffcr einen Äreia. S)crienigc JBoflen -iCrÄ 
biefeö Äreifeö, weld)cr innerhalb beö SBinfelö ^Bi^ fäOt, i|l ber 
gefalzte Äreiebogen. 

S)er S3eroei6 beru[;t auf bem t?origen ^aragrap^. 

§. 177. 

@rf (or ung. Unter einem eycentrifc^enSBinfet btx^ 
fie^t man einen SGBinfet, bef[en ®d;enfet einen ÄreiS treffen 
nnb b^^tn ©d^eitelpunft n^eber in ben 3Jlittetpunft, no^ 
in bie ^erip^erie biefeS ÄreifeS fdttt. 

S)er ©c^eitelpunft bc8 ercentrifc^en SBinfefö fann enttüeber in- 
ner^alb ober außer[;alb bt^ Äreifea liegen. 3m erften gatte fönnen 
bie ©c^enfel beö SBinfela bm Äreia nur fc^neiben^ im jtt?eiteu 
Saite fönnen fie bzn Äreia entmeber fc^neiben ober berühren. 

Seber ejrcentrif^e SBinM enttjält jttjifc^en feinen ©(^enfeln, bie 
nöt^igenfaHa ri'idfroärta t^erlängert »erben muffen, jwei i^m juge^ 
l^örige Äreiabögen. 

§. 178. 

ßel^rfo^. S)er eycentrifc^e SGBinfet, beffen @^eitet|)unft 
innerhalb bea ÄreifeS liegt, ifi ber falben ©umme jn^eier 
(Sentrinjinfet gtei^, tt?etd;e ben Reiben jn?ifd^en ben ®^en^ 
fetn bee SGBinfetS enthaltenen 83ögen jugel^ören. 



510. 109. 




SBoiaudfr|ung: 

A liegt inuer[;alb bea Q. 

golflfrunß: 



S3etoei8. Man jie^e BE. «nefcann ifl tiai^ §. 47 

^ BAC = /^ BEC + 2. J^BE. 
geriter ^at mnn nu8 §. 175 

^ BEC = i 6 (BC) 
/_ BBE = i S {DE) 
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unb wenn man biefc beiben SBert^c in bic üorigc ©Icit^ung fnb^ 
fKtuirt; fc fcmmt 

Z,BAC=\Q(BC) + \(^ (DE) 

tt). }• b. tt)* 

Sfnratrfung. X)iefer ®afe finbct eine tt)id)tifle Sfntoenbung bei 
ber SWeffung mit SBinfefcSnjhrumenten, um 5en ?fe^Ier 5er ©jrcen- 
tticität biefer Snjkumente n)egjufd)affen , worüber bie ße^rbüt^er 
ber praftifd^en ©eometrie nähere Sfu8funft geben. 

§. 179. 

Sel^tfa^. ®er tj:ttntn\6)t SBinfel, bcffen ©^eitelpunft 
auf ct^alb bee Ärcifc« liegt, ifi ber falben ©ifferenj jtt>eier 
€entritt?infel fllti^, ipetc^e btn bciben itt>if^en btn (Bi)tn^ 
fetn beS SBBinfelS enthaltenen SBbgen juge^ören. 

«ig. 110. 

a^oraudfej^uitg: 

Ä liegt au^er^alb beS O- 

Solflcrung: 

gSeweie. SJtan jier;e BE. Sflöbann ifl naij §. 47 

^ BAC + ^ Z>M = Z, ^^^ 

unb baraud 

^ BAC = ^ 5EC — ^ PäE. 
ferner ^at man au8 §. 175 

ZBEC = \(s. (BC) 
Z DBE = i g (DE) 
unb wenn man biefe beiben SBert[;e in bie üorige ©leic^ung fub^^ 
iKtuirt, fo fommt 

^ BAC=\ (S (BC) - i 6 (DE) 

ID* }• b. tt). 
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Sßenn ein ®6)mM, vbtt btibt &ä)tnUi btd gegebenen Sßinfcl» 
ben ÄreiS berühren, fo fann btt Seweiö für biefe SäOe leici^t bm 
tJoriflen naäjQtiilbtt werben. 

§. 180. 

Sel^rfa^. SBenn imi ^aratteten einen Äteie treffen, fo 
finb Me {tpifci^en i^nen ent^altenm fi35gen g(ei^ grof . 

tBorandff j}un0: 
AB n CD. 

3o(0(run0: 

iBoflen AC = tBogen BD. 

gSetüeiö. Solan jie^e BC. Sfrsbann ij! m^ §. 40 

^ ^BC = ^ BCD 
imb barau8 folgt nac^ §. 176 

Sogen AC = SBogen BD 
it). }. b. tu. 

SBenn eine ber bciben parallelen, ober beibe parallelen ben Äreiö 
berü[;ren, fo fann ber a3ewei8 für biefe gälle leicht bem vorigen 
nac^gebilbet werben. 

Cl^ingefd^riebene untr umfdiriebene JFiguren. 

§. 181. 

©rHorutig- ®lne eingefc^riebene Slgur ifl eine 
Sigur, beren (Seiten ©e^nen eines Äreifeö jinb. JDiefer 
ÄreiS wirb ber ber fjigur umf^riebene ÄreiS genannt. 

©ine umfi^riebene Sigur ifl eine fjigur, bereu 
(Seiten SEangenten eines ÄreifcS finb. 5Diefer Äreiö wirb 
ber ber Sigur eingefd^riebene ^reis genannt. 

§. 182. 

Aufgabe, ©inem gegebenen SDreiecfe einen Äreis ju um- 
[^reiben. 
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^ABC. 

Umfi^riebener O- 



Die ßonjiruction ifl biefelbc mic im §. 159. 

§. 183. 

Sel^rfa^. ®ie ^txpmbiUl auf &cn gjtittcn fcer bxd (Seiten 
elnce 5Dteiedfö fcur^fd^neiben Ijiä) in ginem fünfte. 

AD = D5, Dif X AB 
BE = EC, EM ± BC 
AF = FC, FG±AC. 

. ji^ , ^.^x Folgerung: 

-^ JD ^ DM, EM, FG treffen ginen ^unft. 

SSeweiÖ. SJlan üerfcinbe if mit ben brei gtfpunfteu A, B, C 
be8 !l)reiecf9 bnxä) bie geraben ßinicn MA, MB, MC. Sflabann 
^at man xiaä) §, 74, 2) 

MA = MB, MB = MC, 

unb baraud 

MA = MC 

b. §. ba^ X)reietf ^üfC ifl gleic^fc^enfelig. SBenbet man auf biefea 
S)reiecf ben ße^rfafe §. 73 an, fo folgt, ba^ ba^ ^erpenbifel FG 
btn ^unft M treffen mu^^ folgtitf) burdjfd^neiben ft^ bie brei in 
D, E, F auf ben ©eiten bt^ ^reiedfS errid^teten ^erpenbifel in 
bemfelben fünfte M, tv. 5. 6. to. 

Sfnmerfung. ^er X^urtfifc^nittSpunft JW, b. i. nad) ber üorigen 
STufgabe ber SJlittefpuntt btB bem SreiedCe umfdjriebenen Greifes, 
liegt für ein fpifeminfeligea !l)reiedf innerl^alb be9 2)reiecf65 für ein 
re(|ttt3infelige6 !l)reiecf in ber SJlitte ber ^tipotenufej unb für ein 
fhimpfwinfeligeö !l)reiecf außerl^alb beö !l)reiecfa. 2)er jroeite biefer 
irei fSälle ifi bie Um!e^rung bea ße^rfafeeS §. 68. 
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§. 184. 

SeJ^rfa^. ®ic ^crpenbiM an9 btn btti ©rfpunften tineö 
©teierfe auf 5ie gegeniiöertiegenbcn (Seiten burc^f^neibcn 
^i) in Sinem fünfte. 

AD ± BC 
BE ±AC 
CF ± AB. 

Jolgerung: 

X AD, BE, CF treffen einen ^unft. 

©eroeiö. 2Jlan jie^e burc^ bie brei gcfpunfte beS J)reierfS 
fparaMen mit \:it\\ gegenüberliegenben Seiten, inöbefonbere RG || AB, 
in II BC, IG II ^C. Sflabann ifl nac^ §. 40 

.4D 1 HI, BE ± IG, CF ± HG, 

unb nadj §. 97 

HA = CB = AI, IB = AC = BG, HC = AB = CG. 

fjülglidj fmb bic brei 8inien AD, BE, CF beö 3)reietf9 i4i?C jugleii^ 
^erpenfcifel auf ben 9Jlitten ber Seiten beö 3)reiecfa G^^/ unb 
burd^fc^neiben jtc^ alfo na^ bem vorigen 8e[;rfa^e in einem fünfte, 
to. j. b. ft.\ 
Ü^iefen Seweia Ijat &an^ gegeben. 

?f n m e r f n n g. Xtx S)ur(^fc^nitt§puntt ber brei ^erpenbifel biefeS 
ße^rfafeea fäfft für ein fpi^minfeligea XxntS innerhalb be9 J)reierf8; 
für ein redjtminfefigea CDreierf in btn Sc^eitefpunft beS redeten 
SBinfelSj unb für ein Pumpftrinfeligea S)reiecf au^erfmlb bea 35reiecfa. 

§. 185. 

§lufgaBe. einem gegebenen SDreierfe einen Äveid ein:? 
juf (^reiben. 

gig. 115. 

C' (Segeben: 

Fy^ \_ /\ABC. 

(^efuc^t: 

eingefc^riebener O- 
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g n ji r u c t i n. SOlan ^albire bie beiben aBinW CAB mb CBA 
:&ur^ bie ßinicn AM unb EM, unb au8 bem 35ur(^f(^nitt9punftc Jf 
biefer ßimcn fälle man auf AB ba^ ^erpenbifel MD. SBcnn man 
fobann au8 M al9 2JtitteIpunft mit MD al8 ^albmcffer einen Äreiö 
conftruirt, fo wirb biefer Äreid juglei^ bie brei (Seiten AB, BC 
xiwb AC bz^ flegebenen !J)reiecf8 berü^iren. 

3um 58 em ei f e jief)e man no(^ ME _L BC unb MF JL AC. 908^ 
t>ann folgt nac^ §. 58 

A ^^T> = A ^^P, A BMD = A 5i^^, 
unb baxan^ 

MD = ME = MF'^ 

forgfic^ liegen nad) §. 29 bie fünfte D, E, F in einer Ärei8= 
^eriptjerie, bereu 2)littelpunft M if}, unb in biefen fünften wirb 
nai) §. 143 berfelbe ^rei8 üon ben brei (Seiten bt^ 2)reiecf8 berührt. 
?fnmerfung. SBenn man bie brei ©eiten bz^ 35reie(f8 über 
iie ©cfpunfte ]^inau8 verlängert unb bie baburc^ entflebenben Sfu^en== 
tt)infel bt^ 3)reiecf8 in A unb B gleic^fatt8 ^albirt, fo geben bie 
!Durd)f(f|mtte affer §a{birung8linien bie SJtittelpunfte t»on üier be? 
rü^reuben Greifen. SSon biefen üier Greifen liegen brei auper[;alb 
be8 S)reiecf8, unb berüfiren je eine (Seite bz^ ^reiedfS unb bie 
SSerliüngerungen ber beiben auberen (Seiten. CDie 3ci^nung forbert 
(Sorgfalt, wenn bie S3erfl]^rungen genau jutreffen foffen. 

§. 186. 

ßel^rfö^. 5)ie ^atbirunflSünien ber brei SBinfet eineö 
®reied?6 burc^fdjneiben fl^ in @inem fünfte. 

gig. 116. 

S^oraudfe^ung: 

^ CAM = 2, ^^B 

^ CBM = ^ MBA 

^ ACQ = ^ GCB. 

Folgerung: 

AM, BM, CG treffen ginen ^punft. 

i8ewei-8. SJlan jie[;e au8 M auf bie brei (Stiten bt^ 35reiecf8 

Jie ^erpenbifel MD, ME, MF. ?fl8bann §at .man nac^ §. 58 

A AMD = A ^^E, Worau8 MD = MF\ 

A BMD = A BME, worau8 MD = ME'^ 

folgli^ axiij 

MF = ME. 

SBittfiau'8 (£rcm..anat^cmatir. I. »b. 2. Sfötljra. 8 
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SCBenn man nun ferner bie SSerbinbnngöfinie MC jiefjt, fo folgt 
nac^ §.76 

^ CMF ^ A ^^^/ trornuö ^ FCJf = ^ ECJJf. 

gjlitfjin ifl CJIf bie ^albirungelinie beö SQinfefö ^CÄ. SWat^ ber 
S5orau0fe|nn(j aber ifl CG bie ^albirungölinie beöfelben 9BinM85^ 
folglich muß CG mit CJ8f jufammenfaBen, b. [;. bie brei ^albininga» 
Knien ber SBinM beö J)reie(fS burd)fd)neiben firf) in bemfelben. 
fünfte if, n?. j. b. m. 

Sfnmerfung. 3)er ße^rfa| bleibt auc^ bann nod) wa^r, wemi 
bie brei SBinfel, n^efc^e [jalbirt »erben , ein Dreietf 8 ^ SBinf el imb- 
bie ben beiben anberen !l)reierf8 = 9Qinf ein anliegenben 2fußenioinfeI 
it^ X)reiecf8 fmb. 3n biefem f^aHe liegt ber X)ur^f(i^nitt8punft 
ber brei §albirung8linien außerhalb ht^ !l)reietf8, in bem obigen 
gaffe bagegen ftet8 innerhalb it^ (Dreiedfa. ©. b. Sfnmerfung btS« 
vorigen ^aragrapt;en. 

§. 187. 

Sel^rfo^. 3n einem eingef^riebenen SSierecfe ifl bir 
©utnme ber einanber gegenüberllegenben SEBinfet gteid^i 
ixon regten SBinfeln. 

Sig. 117. 

aSorau^frluitg: 

^£CI> ijl ein eingef(^riebeiie8 SSieredf. 

grlgerung: 
^ Di«? + ^ PCI? = St. 

SSemeia. mai) §. 175 ift 

^ I>^ = I 6 (DCi?) 
^ PCÄ = I g {BAB) 
fplglid) 

^ D^Ä + ^ DCJ? = X 6 (PCJ?) + 16 {DAB). 

mm ift bie ©umme 6 {DCB) + 6 (P^Ä) gleid) einem ßentritoinfer, 
welchem bie ganje Ärei8:=«peript;erie juge^ört, ober ftleirfj 4 81^ alfe 

Z ^^^ + Z PCJ? = 2 3t 

10. }• b. to. 
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§. 187a. 

Sei^tfa^« SGBcutt in einem SSieredFe bie (Summe jrreier 
einander flegenüberliegenben SBinfel Qltxä) itvd regten 
SGBinfeln ifl, fo fann bem aSiererfe ein Äreiö umft^riefeen 
Jt)er6en. 

(Umfef;rung beö tJorigeii 8ef;rfa|ee.) 

«ig. llTa. 

Sorau«fr|ung: 
^ DAB + ^ DCB = 2 9r. 

golgerung: 

Umfc^riebener O. 

©ctüei8. aJlan coujiruire nadj §. 182 einen Äreia bnrc^ bie 
brei fünfte A, B imb D. 

®efe|t biefer ^reis ge^e nid}t bnxä) ben Dierten ^unft C, fon:= 
bern fc^neibe bie ©eite BC (ober beten SSerlängerung) in E. 3Äan 
jie^e D£. SfTöbann ift in bem eingefd)riebenen Söieredfe ABED 
nac^ bem borigen ße^rfafee 

^ DAB + ^ Z)£i? = 2 «ft, 

unb tüenn man tjiermit bie S5orau8fe|ung üergleit^t, fo folgt 

^ DEB = ^ DCB, 

traö bem (Sa^ §. 48 tüiberfprit^t. 

5)er aSBiberfpruc^ ^ört nur auf, wenn ber Ärei8 au^ burc^ btn 
^unft C Qt^t, to. j. b. w. 

Unter btn ^arattefogrammcn ^aben baB Cluabrat unb baB 
Sttdjttd, unb unter btn Srapejen fjat ba8 gfeid)fd)enfefige Srapej 
bie ^ier t)orau8gefefete ©igenfd^aft. 

§. 188. 

Srl^rfo^. 3n einem utnf^riebenen 93iete(fe finb bie 
(Summen ber einander gegenüberliegenben @eiten gleich gtof . 

8* 




116 ytatttnirtrif. 

Sifl. 118. 

asorausfrliing: 

ÄBCD ifl ein utnfc^ricbencö SBierecf. 
AD + BC = äB-{- dc. 

®ewei8. ®9 feien £, F, G, H bie 83erft^rung8punfte ber üier 
(Seiten 5eö SSierecfö mit 5em Greife, ^aä) §. 148 ^t man 

AH=AE 

DH = DG 

BF=BE 

CF=CG 
unb au8 ber Sfbbition biefer ©feic^unflen folgt 

ADJ^BC^AB^ DC 
to. j. b. tt). 

§. 188a. 

ßel^rfo^- SBcnn in einem aSiecerfe bie (Summen ber 
einanber gegenübertiegenben ©eiten gteic^ gtof jlnb, fo tanix 
bem 95iererfe ein ÄreiS eingef^rieben n?ecben. 

(Umfe^rung be8 Vorigen 8e^rfa|e8.) 

gig. 118 a. 

a 

^* fBorau«fc(jung: 

.4D + i?C = iü? -i- DC. 

gotgerung: 

©ingefc^riebener O- 

83 e weis. SJlan conflruire nai) §. 185 einen ^reiB, tt)el(^er 
ie brei (Seiten ilD, AB unb 5C berührt. 

©cfefet biefer £rei9 berühre ni^t bie vierte (Seite DC. gjlan 
lege au8 D eine Sangente an bcn £rei8, meldte bie (Seite BC 
(ober beren SSerlängcrung) in E fc^neibet. Sfföbann ifl in bem 
umfi^riebenen SSieretfe ABED naij bem borigen ße^rfafee 

AD + BE = AB-{^ DE, 
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unb tüenn man bieö üon ber S3orau8fefcung 

fubtra^irt, fo fofgt 

CE = DC-' DE, 
itaö bem gc^rfafee §. 79 tüiberfpric^t. 

3)er SBiberfprud) f)ört nur auf, wenn ber Äreiö auc^ bie &züt 
DC btnif)xt, tt). j. b. n?. 

Unter bm Parallelogrammen ^abcn ba^ Cluabrat unb ber 
9l^ombu8 bie ^ier tjprauagefcite ©genfdjaft. 

§. 189. 

ßel^rffl^. Sebem regelmäf igen ^otpgon taf t ji^ tin ^ci6 
umf(]^reiben unb einfd^reibcn. 

819. 119. 

^^ = J5C = CD = D£ 2C. 
^ ^5C = ^ BCD = ^ CDE 2C. 

Jolöerunfl: 

1) Umfc^rtebener O. 
2) Kingefd^riebener O- 

S X c 

58 e weis. 1) 3J?an l^albire bie beiben ©eilen AB unb BC bea 
^ol^gonS in K nnb L, unb errichte in biefen fünften auf AB unb 
BC bie ^erpenbifel KM unb LM, voz\ä)z jld; in M burc^f(^nciben. 
Bie^t man nun MA, MB, MC, fo ijl nad) §. 74, 2) 

MA = MB = MC, 
folglich wirb ein au9 M ala 9}litterpunft mit MA alt §albmeffer 
conjhruirter ^reiS juglei^ burd^ bie fünfte A, B, C ge^en. 

Semer jiefje man MD. ^aäj §. 83 ifl 

unb barauö ^MBA = ^MBC-^ unb ba überbiea nad) §. 61 

^ Jlfi?^ = ^ MCB. 

©ubtra^irt man biefe ©lei^ung üon ber '"gegebenen ^ ABC = 
^ BCD, fo bleibt 

^ MBC = ^ JJfCD 

unb baraua ^at man nac^ §. 60 

/SMBC = ^MCD 
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folgfic^ 

MC = MD, 

b. l). 5er au§ M a(§ Sölittefpunft mit -Äfil afö ^iifbmeffer confhruirte 
Ärei§ wirb auc^ burt^ 5en ^unft P gerben. 

@o fann man fortfahren jn berreifen, inbem man ME jc. jietjt, 
baj^ berfelbe ^reis burd^ äffe fofgenben ©dfpunfte E it. beö ^ell^gonö 
ge^en wirb. 9Jlan fjat alfo einen umf^riebenen ^reiS, w. j. b. w. 

2) aWan fäffe noc^ aiiS bem ^nnfte M auf bi( Seiten CD, 
DE K. bie ^erpenbitef MN, MO jc. Sflabann hat man aiid bem 
SJoriflen xxaiij §. 58 

^MBK=^MBL, /^MCL = /;s^MCN, /\MDN=l:s,MDOit. 
unb ^ierau6 

MK = ML = MN^MO k. 
gorglic^ wirb ein au8 Jlf al8 anittelpuntt mit MK ar§ ^albmeffer 
confhuirter ÄreiS jugfeitii bur^ bie Ranfte K, L, N, it. ge^en 
unb in biefen fünften bie Seiten be§ ^oll^gonS berühren. SJlan 
^at atfo einen eingefc^riebenen Äreiö, w. j. b. w. 

?fu8 biefem 83eweife ge^t auferbem ^erDor, ba^ ber umfc^riebene 
mxb ber eingefc^riebene Ä^reiS eineö jeben regcf mäßigen ^ol^gonS 
concentrifc^e Greife jint. 

§. 190. 

@rftärung. S)er gemeinf^aftüc^e SJlittctpunft be8 um^ 
f^ttebenen unb beS eingefc^riebenenjtreifes eines regelmdfligen 
^ot^gonS wirb ber 3Kitte(punf t be6 regeTmäfigen ^ol9= 
gons genannt. 

SEBie man btn S51ittelpunft eineö gegebenen regelmäßigen ^ol^- 
gonS finben fönne, ergiebt fic^ au^ ber im t>origen S3eweife ge- 
führten Sonfiruction. 

§. 191. 

ßel^rfa^. Söenn bie ^erip^erie eines Greifes in eine 
SCnja^l gteidjer 83ögen get^eilt werben ifl, fo geben bie 
@e|nen jwifc^en bm S£^ei(|)unften ein eingef^riebeneS reget 
mÄ^igee §)ot9gon, unb bie SCangenten in ben SC^eiljJunften, 
bis ju i^ren ©urc^fc^nitten tjertängert, ein umf^riebeneö 
regelmäßiges ^ot^gon. 
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Stg. 120. 




So^eu i4Ä = aSoflen BC = «Bogen CZ> 2c, 

Solgerung: 

1 ) i4ß(7P ciiigefd)r. regefm. ^ofiigon, 

2) ÄLilfiV umfc^r. regetm. ^ofl^goii. 

Seweiö. 1) man f)at nadj §. 173 

AE=^BC= CD K. 
imb \\a6i §.176 

^ i4ÄC = ^ ÄCD = Z CPJB lt. 

?fofgfi(i| ifl il^CD ein regefmäfigeö ^ottjgon, to. j- b. m, 

2) Serner fjat man nad) §. 56 

A ^KB = A ÄLC = A ^^J^ "• 

atnb baroiiS 

KB = LC = MD 2C. 

mithin burc^ Sfbbition 

AX = LM=MN 2C. 

Sfuö ber Songruenj berfefben S)reietfe (ober aue^ au8 §. 179) lyat 

man ü6erbie§ 

^ AKB = ^BLC = ^ CMD iz. 

Sofgfic^ ifl KLMN. ... ein regelmäßiges ^ol^gon, m. j. 0. m. 

Sfnmerfung. Slua biefem 8e[;rfa^e get;t [;erüor, ba^ bie Sfuf- 
flabe, einem gegebenen Ä^reife ein regelmäßiges ^of^gon einjuft^reiben 
ober jn umf^reiben, jufammenfäÜt mit ber anbern Sfufgabe, bie 
-£reiSs=*Perip^erie in eine gemiffe Sfnjaf;! gfeid^e Steife ju tfjeifen. 
3)iefe Sfnfgabe ift aber einer allgemeinen Sfufföfung nic^t fä[;ig. 
®an^ l)ai im Safere 1796 (bamafö 19 3a^r alt) auS ©äfeen ber 
^ö^eren Sfrit^metif jnerfl nac^geioiefen, auf lüelc^efjäffe bie ßfementar- 
©eometrie, loefc^e nur mit geraber ßinie unb Äreia conftruirt, be^ 
ft^räntt fei: e8 fmb bie§ nämlic^ biejenigen S^eitungen ber Äreia- 
^eripr^erie, beren StjeiUmgajal;! eine ^rimja^f t»on ber ?5orm 

2«'' + l 

ift, affo bie S^eifungen in 3, 5, 17, 257, gfcid^e Steile } moju 

nod^ biejenigen S^eilungen gejäfjft lüerben müjTen, lüefc^e an'^ biefeti 
4. 83. burt^ §albirung Don Äreiabögen abgeleitet werben fönnen. 
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§. 192. 

Aufgabe. 3n einen gegebenen Äreie ein Cluabrat ju 
conjlruiren. 




©egeben: 
ein O. 

(gingefc^ricbeuei □• 

JüT 

eonjlruction. ^^yx jicfjc jroci Xurc^meffcr viBjmb CT>^ 
welche auf einanbcr ret^tirintclig flehen, unb üerbinbe beren (Snb=: 
punfte bur^ bie ©e[;ncn AC, CB, BD, AD. ' SflSbann ijl .^i?(7 
bna gefud)te eingefc^ricbene Quabrat. 

3um ©etüeifc ^at man au6 §. 170 bie ©fcirf^^eit bcr SBögen 
AC, CB, BD unb AD, unb IjicrauS folgt narf) §. 191, b(\^ ADBC 
ein regelmä^igei SBieretf, b. fj. ein Quabrat ijl. 

§. 193. 

3ufa^« Sebem Greife f ann burd; geomettifd^e (Sonjiruction 
ein tcgelmäfigeS SSiercrf, 5fc^terf, ©c^je^netf 2c. fomo^l 
eingef^rieben aU umf^rieben n^erben. 

Denn baQ eingefcf)riebene regelmäßige ^6:)Ud inirb auö bem 
aSierecf ermatten, inbem man auf bie ©eiten beö festeren au8 btm 
gjlittefpunfte ^erpcnbifef fättt, biefe bi6 jur ^rcia==^erip^erie Dtx^ 
längert unb bie entfJanbenen ©^nittpunfte mit ben ©tfpunften be§ 
SSierecfö Derbinbet. (Sbenfo entfielet ba^ eingeftf)riebene regelmäßige 
(Se^je^netf auS bem ^^tetf r. f. tv. 

J)ie umfc^riebenen regelmäßigen ^of^gone entfielen nad^ §. 191 
aus bm gleichnamigen eingef^riebenen ^of^gonen, inbem man in 
ben grfpunften ber festeren Sangenten an ben Ä^reiö Tegt unb biefe 
bis ju i^ren X)ur^fd)nitten Derlängert. 

§. 194. 

Aufgabe. 3n einen gegebenen ^reis ein regelwä^igee 
®e^6eä iu eonflruiren. 
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Sifl. 122. 

r^^ — -^c^ 




® rdrbrn: 

ein O. 

(gitiijcfdjriebcneö rcgelmäfigeö @cd;öcrf. 

ßonjlruction. 5Dlan trage beii §a[bmfjfer t)e8 (jegcbcacn 
Äreifcö, ^Af in ber ^cripfjcric bc8 ÄrcifcS afö ©e^nc ab, fd oft 
c8 angcfjt^ atebann liefert bie SSerbinbimg ABCDEF biefer (Seinen 
bad gefugte eingefc^riebene regelmäßige @ed}8crf. 

3um ffieiüeife Derbinbe man bie Snbpunfte einer biefer ©ef^nen, 
AB, mit bem 2Jlitte(punfte M beS ÄreifeS biir^ bie geraben Sinien 
MA unb MB* Sffabaun ifl nac^ §. 62 ^ AMB = 60^ forglii^ 
nat^ §. 170 ber Sogen AB = ^ ber ÄreiSs^erip^eriej unb ba 
baöfelbe tjon ben Sögen BC, CD 2c. beiüiefen trerben fann, fo 
folgt aua §. 191, ba^ ABCDEF ein regelmäßiges ®e*6etf ijl. 

§. 195. 

3ufa^« Sebem Greife fann burd^ geomettifc^e (Sonfiruction 
ein tegclwä^tgee $)retedE, ®cc^0edE, BtoötfedE k. fott?o^I eins 
gefd^ricben al8 umf^rieben tperben. 

!J)a8 eingef^riebene regelmäßige ^Creietf (gfei^feitige J)reiedf) 
entffe^t au6 bem ©et^öerf, inbem man in biefem brei S)iagonalen 
jie^t. S)ie übrigen regelmäßigen ^oftigone ergeben ftrf) auf bie- 
felbe aCBeife wie im §. 193. 

STnmertung. 3um ©djluß mag I;ier notii eine einfad)e SJlet^obe 
erwäf^nt n^erben, burd) welche man früher bie allgemeine gonflruction 
eines eingeft^riebenen ^oIt;gon6 üon beliebiger ©eiteujaftl ju löfen 

gefugt ^at. ^an t^eife ben ©ur^meffer 
AB, gig. 123, beS gegebenen ÄreifeS in fo 
Dief gleiche Steile, trie ba^ ^oll^gon Seiten 
^aben foll (j. ©. in ber gigur in 7 S^ei(e), 
conjlruife über AB ein gleidjfeitigeö T>xtiti 
ABC, unb jielje an^ ber ©pifee C biefeS 
3)reierfa burt^ ben S^eilpunft 2 beS S)urc^5 
mejferS eine gerabe 8inie, toeld^e oerfängert 
bie Ärei6:=^eripf)erie in D fc^neibet. 2fl6bann 
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ijl bit @c[;ne AD bie gefachte ^oIt;9on-@eite} ia einigen fjäffeu 
t>oIIfommcn genau, in btn meiflen ?fäffen aber nur mit angenäherter 
3li(^tigfeit. 



(ßtornttüfdie tbün. 

§. 196. 

@rf(Srung* Unter 5em geomctrif^en Orte eineö 
^unf ted i^erfle^t man eine 8inie, 5eren fämmtü^c fünfte 
einet flett?itfen Sotberung ©enügc leiflen, tpetii^e Jener ^unft 
ttfütten fott. 

@ü tann man fefjr leitet au8 früheren @ä^en fofgenbe geometri:= 
f(^en Drter auffletten unb nat^iüeifen. 

1) 35er geometrif^e Ort eineS fünftes, wefc^er t)on einem ge^ 
^ebenen Ranfte einen gegebenen ^bflanb f)at, ifl ein ÄreiS, ben 
man au8 bem gegebenen fünfte at§ SDlittefpunft mit bem gegebenen 
?fbftanbe ata §a(bmeffer conftniirt. 

2) 35er geometrif^e Ort eines ^unfteö, welcher Don jiüci gegebenen 
fünften gfeid^e Sfbpnbe i;at, ifl ein ^erpenbifel auf ber 2}litte 
ber SSerbinbungSfinie biefer beiben fünfte. 

3) 3)er geometrifc^e Ort eineö ^unftea, mli)tv t)on einer ge* 
gebenen geraben ßinie einen gegebenen Sfbflanb ^at, ijl eine ^arattete 
ju biefer geraben Sinie, bie in bem gegebenen STbfJanbe neben i^r 
fortläuft. 

4) 35er geometrifc^e Drt eineö ^unfte8, toclc^er üon jmei f\i) 
fi^neibenben gegebenen geraben ßinien gteidje STbflänbe r;at, ijl bie 
^albirungafinie beö 93inM8 biefer beiben geraben Sinien. 

5) 3)er geometrifc^e Ort ber @pi|e eines redjtininMigen 35reierfS, 
weites bie gegebene §l;potenufe jur ©runblinie [;at, ijl ein über 
biefer ©runblinie atS 3)ur(^mejfer conjlniirter §albfreia. (§. 68.) 

6) 35er geometrifdje Ort ber ©pifee eincS 35reie(fa, roefdjeö eine 
gegebene ©runblinie unb einen gegebenen Söinfef an ber @pi|e 
r;at, ijl ein über ber gegebenen ©runblinie als ®et;ne conjlruirter 
Kreisbogen, welcher ben gegebenen Söinfel als ^eripl^erictüinfel in 
ftc^ entbält. (§. 176.) 

7) 3)er geometrif^e Ort ber ©pifee eines 35reie(fS, welches eine 
gegebene ©runblinie unb einen gegebenen Släc^eninl;att tjat, ijl 
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eine parallele jur ©runbfinie, bereit ?fbftan6 Don fcer ©runblinie 
flicid; ber §ö[je 5e8 3)reie*8 ift. (§. 116.) 

35ie geometrifc^en Örter enthalten, tüie man au§ biefen 58eU 
fpielen fxif)t, nichts al8 @ä^e, tüet^e auferbem fc^ou ia ber ®eo' 
metrie Dorfommen , nur in einer eigent[;ümlic^en Sfu8bni(f6form. 
(Sie würben in biefer Sorm Den ben ©riechen mib werben ani) 
nvij (jegenwärtifl t?orjug8weife jur Sfuflöfung geometrifc^er ?fufs: 
{jaben angewanbt 
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ä^rrpihiijfe ttnb ^ro|iorHonen unttr ßtnien. 



§. 197. 

ßrfCärttng. gtnc gegebene begrcnjte ßinic meff en ^eift: 
Untetfu^en, tt?ic eine jtocitc gegebene ßinie, bie ©inl^eit, 
ald Sl^eit gefefet trerben muß, um eine ber erflen gleite 
Sänge ^erDorjubringen. 

5)a8 giefuttat ber SSJtetfung it?ivb burc^ eine 2ai)i auS^ 
flebrürft. 

3)ie SJleffung wirb auSgefü^irt burc^ unmittelbare Sfnlegung ber 
©in^eit an bie gegebene ßinie. SJlan fann babei bie fofgenben 
fcrei Sfälle unterfdjeiben : 

1) 66 fei AB, gig. 124, bie ju meffenbe gerabe ßiuie uub CD 
bie gegebene @in[;eit, SBenn bie Gin^eit CD genau ein ober mehrere 

8ig. 124. SDlaf gefegt werben mu^, 

^ • .|r ijt ji ^ um bie ju meffenbe gerabe 

' ' ' ^ ßinie AB ju erfrf)öpfen, ^ier 

^, ,^ j- S5. 4 mal, fo ijl baö 

Slefultat ber ajlcffung eine 
ganje 3c»t;f, wie ^ier 4. 

2) SBenn, gig. 125, ein ©efeen ber gin^eit CD felbfl nic^t 
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5^0- 125. fiiurci^t, um fcie ju ntefs^ 

1 z 3 itiH- f^"^^ Ö^flt^e ßinie AB ju 

-A ' = ' *-^ B erfd)öpfcn, aber ein aliquoter 

X[)eil ber (gin^eit, j, S5. 
I CD, a(ö S^eit flefefet ben 
no(^ gebliebenen SRejl genau erfd^öpft, fo iji ha^ 3tefultat ber ajlef:? 
fung eine gemift^te 3a[)I ober ein 83ruc^, n^ie ^icr 4f=a y. 

3) SBenn aber auc^ ein aliquoter Streif ber ©n^eit bie }u 
meffenbe ®rö^e nic^t erfe^öpft, in toie oiel gleid^e Steile man aucfy 
bie ßin^eit get^eilt ^aben mag, fo ijl bie SJlejTunfl nii^t genau^ 
fonbern nur angcnäfjert ausführbar, unb ta^ 3lefultat ber aJlejfunft 
ifl eine irrationale 3a^f. 

3)iefer le^te gaff fann bei prattifc^en SJleffungen niemals ein* 
treten, ia ein ettt^aiger 9lefl, fobalb berfefbe eine getüiffe Ä^Iein^eit 
erreicht ^({X, bur^ bie @inne ni^t me^r unterfc^ieben werben fann. 
3)aß biefer Satt in atter Strenge aber benno^ möglich ift, wirb 
fic!& unten jeigen. 

^Tnmerfung. 3n ber ^rajris wirb ein SÄaßfJab gebraust, bei 
3ei^nungen ein oerjüngter SJla^fiab, f. §. 253. 

§. 198. 

Srffarung* @inc begrcnjte ßinie wirb ein SSielfa^ce 
einer anbern begrenjten Sinie genannt, wenn bie jweite 
genau ein ober mehrere SD^al gefegt werben ntuf , um bie 
erjle iu erf^öpfen. 

®ie jweite ^eift ein SJlaf ber erjten. 

(So iji j. aS. AB in gig. 124 ein SBielfac^eS Don CD, nämficfy 
baS aSierfac^ej unb CD ein 2Jlaß oon AB. X)agegen ifl AB in 
gig. 125 fein »ielfadjeS i?on CD, unb CD fein 2Jlaß oon AB. 

§. 199. 

@rf (ar ung. 3tt)ei begrenjte ßinien werben c o m m e n fu ^ 
rabel genannt, wenn j^^ ein geweinfd^afttid^eS SD^af ange^ 
bcn täft, bur^ weld^eS beibe genau geweffen werben fönnen. 

®ie ^ei^cn bagegen incommenfurabet, wenn ein 
fot^eS gemeinfc^aftft^cS 9Jla^ niiä^t eyijlirt. 

Um baS gemeinf^aftlid)e 9Jla^ ber beiben gegebenen ßinien, faffS 
eS erifHrt, ju finben, fann man mit geringer 9fbänberung ba^ 
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JBerfa^ren anwenben, welches in bcr Sfrit^metit (Sfritljm. §. 76, 
Sfuft. 2) jur Sfuffud^ung 5e8 größten gemeinfc^iftli^en 35it)iford 
jtürier 3ö^Ien angegeben tüorben ifl. 9)tan trage bie fleinere ßinie 
fo oft e8 angel;t auf ber größeren ab, ben 9left trage man lieber 
auf ber tieineren ai, ben alsbann gebliebenen Slefl trage man lieber 
auf bem vorigen 9lefle ab u. f. w., bis biefe 9fbtragung genau auf- 
gebt. . S)er lefete Stefl, mit tt)eld)em bie ?fbtragung aufgebt, ifl ba^ 
größte gemeinfc^aftlic^e SJtaß ber beiben gegebenen ßinien. SBenn 
aber beflanbig ein/9left bleibt, fo weit man au^ ba^ SBerfa^ren 
fortfefcen mag, fo erifHrt fein gemeinf^aftlic^eö 2Jlaß ber beiben 
gegebenen Linien. 

SBirb ton jtoei commenfurabelen ßinien bie eine burd^ bie anbere 
gemejfen, fo ifl baQ 9lefultat ber SDleffung eine rationale 3a^f, 
b. f). enhoeber eine ganje 3a^l ober ein IBru^. SBirb aber t)on 
jttjei incommenfurabeten ßinien bie eine burd^ bie anbere gemeffen, 
fo ifl ba8 Slefultat beraJlejfung eine irrationale 3a^f, b. t). man 
fann e8 nur angenäbert angeben, obioor;! fo nabe irie man tuill. 

§. 200. 

@rftarung. Unter bem SSer^ltniß jipeier ßinien 
tjerjle^t man btn Cluotienten ber beiben ^a^Un^ tvd6)t man 
erhält, wenn beibe ßinien bnxä) einertci 9Jtaß gemejfen werben. 

®ie beiben ßinten fctbfl werben bie ©liebet beö SSet^ 
l^ältnljfeö genannt} nnb jwat in ber Slei^efolge, in wetd^er 
"Pe l^ier betrad^tct werben, ba^ aJcrbetglicb unb ba8 
J^intetglicb- 

$)ie aSejcid^nung be0 SSetl^ältnijfce gef^ie^t wie bie bed 
duotienten, j. 58. AB : CD, gefptod^cn AB jn CD. 

(g6 feien 5. 58. AB unb CD, gig. 126, jwei begreujte gerabe 
ßinien, bereu SBerbältniß man befKmmen willf. SJlan ^abe gefunben, 

Sig. 126. baß ein gewijfea gemein- 

. , 4 i ^ f f f T ^ß fc^aftli^eö Sötaß 7 mar auf 

AB, unb 4 mal auf CD fann 
. Cf * — i — 2 — i — f jr> abgetragen werben, ©obann 

ijl ba& gefuc^te SBer^ältniß biefer beiben ßinien, ober ba^ SBert^ältniß 
AB : CD, gleich bem Quotienten 7 : 4 ober i. SBenn man aber bie 
beiben gegebenen ßinien oertaufc^t, fo finbet man ba^ SBerbättniß 
CD : AB gleich bem Quotienten 4 : 7 ober |. 
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ein SSer^ältni^ iji rational, tremi bic 6ei5en ©lieber beöfelben 
commenfurabel fmb; e6 ijl bageöen irrational, menn bie beibcu 
©lieber beöfelben incommenfnrabef fmb. 6in rationales aSer^äftni^ 
ifl ba^ in Sig. 126 gegebene^ Seifpiefe Don irrationalen SSer^art::^ 
niffen irerben fn^ treiter unten finben. 

9fnmertung. 3^ ber [;ier gegebenen SrHärung be§ SBer^ärt^^ 
niffeö muß nun jugfei^ nod) an^ ber 5frit^metif bie ©rffärung 
ber Proportion (Sfritbm. §. 138) unb ber fletigen Proportion 
(9frit[;m. §. 139) ge3ogen trerben, mit ber einjigen unb jttf) t)on 
felbfl ergebenben Unterfc^eibung, ba^, mä^renb bie Sfrit^metif nur 
Don Proportionen unter 3a^fcn ^anbeft, bie ©eometric I;ier e8 nur 
mit Proportionen unter ßinien ju t^un ^at. 

tiberbieö fann man aber foglei^ bemerten, ba^ bie ^ier in btn 
§§. 197—200 aufgehellten ^Begriffe ni^t auf ßinien aHein, fonbern 
auf ©rößen überhaupt 9fntt3enbung finben, in6befonbere alfo anä) 
auf alle 3laumgrößen, mit benen bie ©eometrie fic^ befi^äftigt» 
I)iefe begriffe werben beöl;alb im SSerlaufe ber ©eometrie, je mit btn 
nötbigen ©onber:sa3ejHmmungen trieber^olt jur (Spraye fommen. 

Utas 3trai|lcnfq^rm mit iiaralldrn STranstirrfatcit. 

§. 201. 

@rftarung. Unter einem ©tra^lenfyflem Dcrfie^t man 
btn Snbegriff aller ©trauten, mlä)t au9 ©inern ^unft 
gcjogen tpcrbcn fönnen. 

Sebe gcrabc ßinie, mlä)t ©trauten eines ©tra^Ienfyjlcmö 
f^neibet, o^nc buri^ bcn ©tra^ten^junft ju gc^en, tuitb eine 
SranöDctfale 5ed ©tta^Ienfyjlemd genannt. 

§ier ifl bie ©rflärung §• 14 na^jufer^en. 

Unter btn Sfbfc^nitten eines ©tra^tS werben ^ier bemnädjft 
immer biejenigen ©ntfernungen Derfianben tüerben, tüef^e beliebigt 
fünfte beS ©tral;ls Don bem ©traljlenpunfte bepfcen. 2)agegen 
bie ©ntfernungen biefer fünfte unter einanber tüerben bie Sljeilt 
beS ®tra[;l6 genannt n?erben. 

§. 202. 

ßfl^rfo^- SSBenn man auf einem ©tra^t eine fietieüigc 
S(njat;I glcidjcr S£^cite abträgt unb butd^ alle Xfjtxlpnnttt 
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jparallele ;Eran6t»crfaIcn jic^t, fo wirb awi) jcbcr anbete 
(Strahl, 5en Mefc S£raii8Derfa(cn treffen, in Steile jerlegt, 
tt)el^e unter jtd^. gleid; jlnb. 

?ifl. 127. 



S3orau6fe^.ung: 

if^ = .4^ = ^C = CD = P£ jc. 

ÄF II ^G II CJy II DI II £Ä 2C, 

Solgerunfl: 
MF=FG = GH=m = M 2C. 




aSeroeiö. Um 5. 93. ju bemeifen, bnß (F£r= £r/ ifJ, jie[;c man 
burd^ B bie Sinie LH \\ ME, rücldje bic Sranöüerfale DI in i\r unb 
bie Derlänflerte Sranet>erfalc BG \\\ L trifft. Sffabaim I;at mnn 
naä) §. 97 

CD = ÄiV 

unb ba nad) ber SSornuSfefeung BC = CD iff, fo fcfgt auc^ 

LH = BN. 
Stimmt man r;ic3U bie gleidjen SBinfel 

^ LEG = /^ NHI md) §. 25 

^HGL = ^ HIN xxad) §. 40, 

fo folgt aue §. 58 

A LHG = A J^BJ 

unb baraud 

GH = HI. 

©benfo fann mnn Don j e b e n jttiei Steilen be§ @trar;(8 MK 
betoeifen, ba^ jie gleich groß jinb. gfolgfic^ fmb alle bicfe Sf^eile 
glei^ groß, m. 3. b. to. 

§. 203. 

WttfgaBr. @ine gegebene gerabe Sinie in eine gegebene 
9lnia^l gleite S^l^eite ju tl^eilen. 




128 ytantmrtrtr. 

Sifl. 128. 

^ ef gegeben: 

AB. 

(S^efuc^t: 
JD B J^ Ch -B —AB. 

ßonfJruction. ®S fei j. 83. il^ in 5 gleite Streife ju rtjeifen. 

SJlan jie^e au6 i4 einen ®tral;l i4C, welcher mit AB einen be^ 
fiebigen fpifeen ober jlumpfen SBinfcf einf^Kept, trage auf AC fünf 
beliebig gro^e, aber unter fic^ gleiche Streife A\, 12, 23, 34, 45 
ahf Derbinbe 5 mit B, xxwh jie^e ju ber Sranöüerfate hB bie 
^arattefen ID, 2£, 3F unb 4ö. 9m&ann ijl bie gegebene gerabe 
ßinie AB bur^ bie fünfte D, E, F, ö in 5 gleiche Steife jerlegt. 

3)er 85 e n) e i 6 folgt au8 bem oorigen 8e^>rfa^e. 

§. 204. 

ßel^rfa^. SGBenn ycozx (Strahlen i?on jiüci patattcten 
S£ran6t?erfaten gef^nitten irerben, fo ift baß SSerl^ättnif 
unter ben STbfdfimtten beS einen ©tta^Iö gteid) bem aSeti^ 
^ältnijTe unter \>t\\ SCbfi^nitten beS anbern ©traute. 




S3oraudfe|ung: 
AC\\BD. 

gofgerung: 
MA:MB = MC: MD. 



83 eh) ei 9. Um ba8 aSerljättniß MA.MB ber beiben Sfbfc^nitte 
beö einen ©tra^la barjujlellen, mu^ man nac^ §. 200 biefe beiben 
Srbfd;nitte burd) einerlei SHa^ meffen. ®a feien nun 1) bie Sfb^ 
frfinitte MA unb MB commenfurabet. Sftöbann fö^t ftc^ nac^ §. 199 
ein gemeinfc^aftlid;e8 SJlaß angeben, melc^eö auf MA unb MB 
genau abgetragen n?erben tann. 3fl j. 58. iJf£ biefeS 2Jla^, ;utt& 
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129 



ifl baöfcfbe n mal in MA (in fcer Sigur 4 mal) unb r mal in If^ 
(in ber Sigur 7 maf) enthalten, fo f)at man nat^ §. 200 

MA:MB = n:r. (1) 

3iel;t man ferner burc^ alle SI;eiIpunfte beS ©tral^Id Jlf^ paral- 
lelen ju ben Sranöüerfalen AC unb ^P, fo h^erben na^ §. 202 
axid} auf bem (Straff MD eben fo t>iel unter fxij gleiche SE[;eife 
fjergeflettt, wie auf MB. ^an fann mithin JlfF mie ein gemein- 
fc^aftlid^eö 2Jtaß ber beiben Sfbf^nittc MC unb MD anfeilen, totlijzB 
n mal in MC unb r mal in MD enthalten ifl. Sflfo I;at man audEi 

MC:MD = n:r. (2) 

9fuS ben ©leic^ungen (1) unb (2) enblic^ folgt 

MA:MB = MC: MD 

tv. j. 6. h). 

®8 feien 2) bie Slbfdjnitte MA unb MB incommenfurabel. ^Ifö^ 
iann tüirb jebea 2Jlaß t?on if^, treld&ea man angeben mag, nicfjt 
flenau in MB abgetragen werben fönnen, fonbern eS wirb l^ier ein 
Slefi bleiben, we[cf)er Meiner alö baQ angenommene Söta^ ifl. SBenn 
manbiefen 9tefl nid^t berürfjii^tigt, fo gelten wieber bie t^origen 
(Sc^lüffe. 35a man eS aber in feiner ©ewalt l;at, baQ wiftfiirlidje 
^a^ unb folglich anij biefen 9lejl fo Hein anjunetjmen, wie man 
triff, fo gilt ^ier wieber üofffommen genau bie vorige Proportion. 

?rnmerfung. 3n Sig. 129 liegen bie beiben Sranöüerfalen 
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auf einerlei (Seite beö ©tra^lenpunfta. ®a 
!önnen aber anij, wie in ?Jig. 130, bie 
SranSüerfalen AC unb BD auf t)erf(i|ie? 
benen (Seiten bea @trat;tenpunfta M liegen, 
o^ne ba^ bie üorigen ©c^lüffe aufhören 
richtig ju fein. 2Jlan l;at alfo aud^ l^ier 
bie Proportion 

MA:MB = MC: MD. 



Diefelbe S3emerfung gilt in btn nädiflfolgenben Paragraphen. 




§. 205. 

r 

3ufa^. SGBenn jwei (Strahlen ton jtoei (ober mehreren) I 
4?atatteten Sranöberfaten gef^nittcn tt?etben, fo ifl fcaß SSer^s j 
J^ättnifl unter ieben jmet Steilen fceö einen ©tra^td ßteid^ 
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130 yianimetrif. 

beut aScr^ältnijfe unter btn gtcid^ttegenbctt Steilen bc* 
anbetn ©traute. 

@o ijl i. ®. in ?Jig- 129 unb gig. 130 

©benfo 

MB: AB = MD: CD. 

Die JBetüeife für biefe Proportionen tonnen btm tjorigen leitet 

nac^gebifbct werben. 

§. 206. 

Aufgabe. 3u brei gegebenen ißtnien, beten JRei^efotge 
gegeben ift, bie vierte ^ro^)ortionale ju flnben. 





JHfl. 131. 


/r . 




% 


A 




yi 


IL^ 


yf 


1' -^ 



(Siegeben: 

2)ie ginien a, b, c. 

(SJefuc^t: 

3u a, h, c bie oierte proportionale* 

6:onPrnction. SJlan jie[;e au§ einem beliebigen Ranfte J!f 
jlüei ©trauten, trage anf bem einen biefcr Strahlen bie Sfbfc^nitte 
MA=^a nnb MB = 6, nnb auf bem anbem ©tral^I bert Sfbft^itt 
MC = c ab, üerbinbe A mit C bnxd) bie gerabe ßinie AC, unt> 
jie^e JU biefcr 8inie bur^ B bie parallele BD, mlijt ben tjerlän^^ 
gerten ©tra^l MC in D trifft, «flibann ijl JlfP bie gefachte Dierte 
proportionale ju ben brei gegebenen Linien a, h, c, ober eö ijl 

a\h=^o: MD. 

Der SBeirciö beruhet in bem i^e^rfafce §. 204. 

Sfnmerfung. SEBenn bie brei gegebenen ßinien in äal^Ien 
gegeben jinb (§. 197), fo finbet man bie Dierte proportionale bur^ 
Sle^nung nacb STrit^m. §. 151. 

§. 207. 

3ttfa^. 3u brei gegebenen Sinien, beren Slei^cfotgt 
^t^tUu ift, ifl nur @ine liierte ^ro|)ortionale mögli^. 
Ober wenn unter oier ßijiien bie Proportion bejle^t 

a : i es c : ar« 
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unb bamit QUiä)int\Q bie Proportion 

a:b = c:i/, 
fo i^ x = y. 

§. 208. 

9(ufgabe* ®inc ßcflebene Qtxabt ßlnic in einem gegefeenen 
ajet^&ttniffe ju t^eilen. 

St0. 132. 

(Segeben: 

Die Sinien AB^ m, n, 

Gefugt: 

AB JU t^eilen in fccm SSer^ältniffe m : n. 
^ B 

ßonpruction. 50lan jie^e auö ^ einen beliebigen ©tral^I, 
tröge auf bemfelben fcie Steife AC = m unb CDs=zn ob, cerbinbe 
D mit ^ burci^ bie gerabe Sinie DB, unb jie^e ju biefer ßinie aw^ 
C bie parallele CE, tuelc^e bie gegebene AB m E trifft. ?f[8bann 
ifi E ber gefuc^te S^^eifpunft, ober eS ip 

ilE : Ei? = m : ii. 

S)er »eiüeiö beruhet in §. 205. 

§. 209. \ 

Sel^rfa^. SGBenn jtoei ©trauten t?on }tt)ei Stanööerfaten 
gefd^nitten tt?erben, bafi baS SSer^ättnif unter bvx SCb« ; 
'c^nitten beö einen ©ttai^td gteid^ btxa SSer^dttniffe unter 
)en Stbfcj^nitten beö anberen ©traute ijl, fo flnb bie beiben 
Sran6t?erfalen parattet. 

(Umfe^rung bea ße^rfa^ea §. 204.) 
8iö- 133. 

2g: 

Sßotaudfe|)ung: 
MAiMB^MC: MD. 

Solgrrung: 
ÄC II BD. 
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132 $(ammrtnf. 

Seme 18. ©efefct eS fei nit^t AC\\BD. Sfföbann fann man 
ju AC bnxä) bm ^imft B eine ^araffcle ^JB gießen, welt^c ben 
(Strahl MD in bem ^nnfte E, Derfc^ieben üon D, trifft. 9lac^ 
§. 204 l^cit man nun 

MA : MB = MC : ME. 

?fber na(^ ber SSorauSfefeung ifl 

J!fi4 : Jl!f B == JRf C : JlfD 

«nb au8 biefen beiben Proportionen folgt nai^ §. 207 

MD = ME, 
mli)t ®lei(^nng bem ©runbfafee II (Sfritrjm. ©eitc 4) wiber:^ 
fpri(^t. 

I)er SBiberfpruc^ ^ört nur auf, trenn E mit D jufammenfättt. 
Sf{fo ijl AC II BD, tu. s. b. h). 

?rnmertung. §09 5Borau8fefcung biefe8 ße^rfafeea ^ätte auc^ 
eine ber Proportionen be8 §. 205 aufgeflettt tüerben fönnen. 



§. 210. 

Sel^rfo^. Söenn jlvei ©tral^ten tjon jipet paxaUdm 
Sran6t?etfaten gef^nitten n?erben, fo ijl baS , 93cr^ältnif 
unter ben SCbf^nittcn ber beiben S^ranSt^erfalen gteii^ bem 
; SSer^ättniffe unter bm Sfbfd^nitten eines \tbtn ©traute, 

r Sifl. 134, 

9$oraudfe<)ung: 
AC II BD. 

Solgerung: 
MA:MB:=:^AC: BD. 




33 e weis. 2Jlan aie^e AE \\ MD. 5f[8bann ^at man au8 §. 205, 
inbem man B wie ©tra^Ienpunft unb mithin AE unb MD wvt 
jwei Sranöüerfalen anfielt, 

MA:MB = ED : BD. 
?(ber in bem Parallelogramm AEDC ifl nat^ §. 97 

ED = AC. 
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MA:MB = AC: BD 

tv. }• 6. ID. 

?fnmerfung. SBenn brei ofcer me^r Straffen t?on jtuei parat 
Wen Sranöüerfafen geft^nitten irerben, fo lä^t -fit^ au§ bem üor^ 
jie^enben 8et;rfa|e auc^ feitet foföcrn, baj^ alle aSer^ältnijfe unter 
je gtuei conefponbirenben Sfbfc^nitten ber beiben Sran6Derfafen 
unter ftt^ gleit^ gro^ finb. 

§. 211. 

ßel^rfa^. SGBenn auf }tt?ei paratteten Sranötoerfaten, tvtl^t 
einen ©tra^t fd^nelben, t?on biefetn ©tra^t au9 in übers 
einjiimmenber SBeife Stbf^mtte abgetragen n?erben, n?et^c 
ttc^ wie bie S(bf(^nitte beö ©traute« »ermatten, fo liegen bxt 
(Snbpxxnttt ber Slbf^nitte ber £ranöl^erfa(en mit bem ®tra^ten:= 
|)unfte in @iner geraben ßinle. 

(Umfe^rung bea vorigen 8e^rfa|ea.) 

8ifl. 135. 



M 




a3orau9fe(}Uttg: 

MA : MB = AC: BD 

AC II BD. 



golgetung: 

M, C, D \\\ giner geraben ßinie. 

JET 

83 e tu ei a. ©efe^t ca liegen M, C, D nicf)t in 6iner geraben 
ßinie. Sflabann fann man aua M burt^ C einen ©tra^I jie[;en, 
welcher bie ÄranaDerfafe BD in bem fünfte E, Derft^ieben t?on D, 
trijft, unb na^ §. 210 ijt 

MA:MB = AC: BE. 
Sfber nad) ber aSorauafe^ung ^at man 

MA:UB = AC: BD 
unb au6 biefen beiben Proportionen folgt nac^ §. 207 

BD = BE, 
welche ©leid^ung bem ©runbfate U (2frit^m. Seite 4) ioiber=s 
fpri(^t. 



I 
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i S)er SBiberfpruc^ ßört nur auf, trenn E mit D jufammenfäfft. 
■tfffo liegen M, C, D in ©iner geraben ßinie, m. j. i. m. 

Sfnmerfung. SBenn auf jiüei ^araffefen in übereinflimmenbtr 

, SBeife beliebig üiel Sfbft^nitte abgetragen merben, totläjt paartütife 

unter fii) in gleichen SBer^ältniffen flehen, fo lä^t ftc^ au8 btm 

Dorfle^enben ße^rfafee auc^ beweifen, ba^ alle bur^ bie correfpon^ 

birenben Sl^fpunfte btr beiben ^araffrfen gejogenen gtraben 

■ Sinien jtc^ in einem fünfte burtfefc^ueiben. 

§. 212. 

Bel^rfn^. @in Bixa% mliftt einen S&xntd Ana S)reU 
täi lalbirt^ tl^eUt bie bieftm 9Biafe( gegenüberiiegenbe 
@eite im SSerl^AItnip btt i^m anliegenbtn leiten. 

m- 136. 

n 

SBorautffflung: 
^ AMC = 2, CMB. 

Soigftuitfl: 
AC:CB = AM: MB. 

C ^" 

85eiüei9. SJlan jie^e burt^ B bie ßinie BD\\CM, unb t)er* 
längere AM über M ^inauö bi9 D. Sfföbann ^at man au8 §. 205, 
inbem man A wie ©tra^fenpunft unb CM unb BD wie jtoei 
SranSüerfafen anfielt, 

AC: CB=AM:MD. 

?fber e8 ijl ferner 

^AMC=Z^J>^ n«t^ §• 41 
^ CMB = ^ J!fÄ/) nac^ §. 40 

tmb ba nad^ ber SSorauöfefeung Z. ^^^ = Z ^^^ if^c fo folgt 

unb l^ierauö nac^ §. 64 

MB = MD. 

SBermöge biefer ©feic^ung üeriüanbeft fu^ bie obige ^ropor^s 
tion in 

AC : CB = AM: MB 
tD* ). b. tv. 
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Sfnmcrfung. SBenn man anä) bm STuJenminW BMD bcö^ 
fclöen 3)reifdf8 l^albirt, fo erhält man in btx Verlängerung tJon 
AB ju teil 5rei fünften A, C, B bcn üicrten ^armonift^en ^unft 
(§• 236). 3)ieö fann jebo^ l^ier nic^t weiter t?erfoIgt werben. 

§. 213. 

Se|rfa|. IBenn ein ©tra^t^ welker aud einem Qipunttt 
tineö SDreietfd gejogen wirb, bie biefent ßcfpunftc gegen^: 
ütertiegenbe ©eite im aSer^oItnif ber i^m anliegenben 
(Seiten t^eitt, fo wirb burt!^ i^n ber an biefem ®rfpunfte 
ftegertbe SBinfel bti ©teietfe l^albirt. 

(Umfe^rung be8 vorigen ße§rfa|}e8.) 

AC:CB = AM: MB. 

Solgfruttg: 

^ AMC = ^ CMB. 
C 

S3etoei8. SDlan verlängere AM über M 6inau9 nac^ D, fo ba^ 

MD =? MB mirb, unb jie^e BD. SSermöge ber Sorauöfefeung i)at 

man fobann 

AC:CB = AM: MD 

unb barauö folgt nad^ §. 209, Sfnm., inbcm man A roie ©traßfen^ 

ijunft anfielt, 

CM II BD. 

S^tmnai) ifl ferner 

^ AMC = ^ MDB nac^ §. 41 
^ CMB = ^ Jtf-ÄD nat^ §. 40 

tmb ba nac^ ber Sonfiruction MB = MD ifl, fo I;at man nac^ 

§. 61 auti^ 

^ MDB = ^ MBD, 

unb mithin enbfit^ 

^ ,4Jf C = ^ CMB, 

to. j. b. to. 

§. 214. 

€rF(Srttt!g* Unter bemlRe^terf (x\\^ jloei gegebenen 




136 



fXonttnrtrif. 



ßinien t?erjic^t man ein 9le^tetf, mli)t9 bic eine biefer 
/ Sinien jur ©runblinie unb bie anbete jur $ö^e l^at. 

I 35iefcll»e SSenennuiifl fann anä) auf ^araffeloötammc uub 3)reiede 
üfiertragen tucrbcn. g§ ifl babei, in ^Betreff be6 3n§alt6, immer 
flleit^öültig, iücft^c bcr beibcn öeflebeuen ßinicn man jur ®runb^ 

1 linie ober |)ö^e madjen will. 

Über bie S3ejeic^nung be§ JReditedfa fe^e man §. 103. 

§. 215. 

^ Sel^rfa^. SCBenn t^ier ßinien eine Proportion bitben, fo 

ifl ba^ Stt^ttd au8 ben inneren ©liebem biefer Proportion 

I in^attegleiij^ bemSleii^tetf anö ben änderen ©Hebern berfetben. 



»ig. 137. 




lBoTau9fe|jutig: 
MA:MB = UC:MD. 

golgtrung: 
CZ3 MB.MC=CZ} MA.MD. 



93 e iT3 e i 6. SJlan benfe jtt^ bie üier gegebenen ßinien al8 9fbs^ 
fc^nitte auf jitjei ©trauten abgetragen, irelc^e im ©tra^lenpunfte M 
jid) unter einem rechten SBintel fc^neiben, xmb jtuar fo, ba^ bit 
©lieber MA xmb MB beS erflen aSerljältniJTee bie Sfbfc^nitte bee 
einen Strahle, unb bie ©lieber MC xmb MD btB gleiten Sßer^älfc^ 
niffeä bie Sfbfcbnitte be9 anberen (Strahls bilben, unb oerüottjlänbigr 
bie gie^teJe MBEC unb MAFD. Sfiebann ift 

MBEC=nDMB.MC, 

MAFD= CD MA.MD. 

3ie^t man nun bie ßinien AC xmb BD, fo ^at man auö ber 

SSorauöfefeung nat^ §. 209 

AC II BD. 

Sitf)t man femer bie ßinien BC unb AD, fo ip, nad) §. 115 

A CAB = A ^^ 

unb irenn man f;ier}u bie ibentifd^e ©feic^ung 

^ MAC = A ^^C 
abbirt, fo folgt 

A MBC = A ^^^- 
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fcie C>älfte be6 8lecE)te(fS JT^FP. golölic^ ijt au(^ 

JJf^EC = MAFD, 

5. i. CZH J!f J? . if C = CZI if ^ . J»f2>, 
tt). {• b. tt). 

Sfnmcrfung. SJlan üerglcic^e mit biefem ®afee ben ßc^rfa^ 
§. 147 ber Sfrit^mctif, welker Don geomctrifc^cn Proportionen 
unter Baffen l^anbelt, wä^renb ^ier t?on Proportionen unter ßinien 
bie 9lebe ifl. S)em ^robucte auö 3ci^fen entfprirfjt ^ier ein Slec^tetf 
aus ßinien. 

§. 216. 

Sel^rfa^. 3n in^attögtet^en Sleci^terfen t)er^atten ft^ 
Mc -^ö^en umgefe^rt n?tc bie ©runbtinien. 

(Umfeßrung beö t?origen 8e£)rfafee6.) 

93oTaudfej{Uttg: 
MBEC = MAFD. 

golgeruitfl: 
.-, MA:MB = MC: MD. 

S3 e IT e i a. SJlan fege bie beiben gegebenen JRec^tecfe MBEC unb 
MAFD fo auf einanber, ha^ jte einen SBinfef, ^ier M, mit ein- 
anber gemein \)abtn. 3ie^t man bie X)iagonafen BC unb ilD, 
fo »irb burd) biefe jebeS ber beiDen Jllec^tecfe in jirei in^altS^: 
gleidie ^reiecfe jerfegti fofglid) ^at man, vermöge ber a3orau6== 

fet"«9/ 

©ubtraljirt man ^ierDon, inbem man AC jie^t, bie ibentifc^c 

©leid^ung 

^MAC = ^MAC, 

fo bleibt 

A C.4^ = A ^^^• 

?fber na6cj §. 118 müjfen bie ^reiecfe CABwni CAD, benen einerlei 

©runbfinie CA angehört, awi^ gleii^e |)ö^en ^abe} b. i. wenn 

man BD jie^t, fo ift 

AC II ^2?, 
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tDorauS nai) §. 204 folgt 

MAiMB = MC: MD, 

Srnmerfung. 3u Solflc ber I;icr betuicfenm bciben ßc^rfä^ 
gelten für 5ie Proportionen unter ßinien alle biejenigen Umtranb:? 
langen, welche im §. 150 ber STritljmetif für geometrif^e ^ropor^ 
tionen unter 3oi^ltn bemiefen trorben jtnb. S)enn man l^at nur 
nöt^ig, in ben bortigen SSeweifen fJlr bie ^robucte quo Ballten 
Sttijttit au8 ßinien an bie (Stelle ju fefcen. 

?ferner fann man nad^ biefen beiben ßel^rfajen jeben @ftj>, 
»eitler Don Proportionen unter ßinien l^anbelt; in einen @a{} 
über in]^alt9g(eid^e f^tdjUit Dertoanbeln , unb umgefe^rt. @o tfl 
j. 58. bie Sfufgabe §. 206 tJöffig einerlei mit ber Sfufgabe §. 124, 
wie Derfc^ieben auc^ bie STuflöfungen beiber an ben angeführten 
©teilen ausgefallen jinb. SEBeitere Seifpiele merben unten tyov^ 
fommen. 



:^l)nltd)knt I^rr ftguren. 
§. 217. 

^rflarung. 3tt)ei Sigurcn iperben ä^nti^ genannt, 
irenn i^re SBinfet bejic^ungsmeifc qUO) flnb unb i^rc 
©citen bejic^ungöipeifc in gtei(j^en SSer^&ttniffen flehen. 

2Bcnn man j. 35. annimmt, ba^ bie beiben ©reieJe ABC unb 

gig. 138. J^^^/ ®i9- 138, «^nlit^ 

(7 jp f^« ^ff^n, fo fmb in biefer 

9fu8fage, vermöge ber t?or^ 
fle^enben ßrffärung, bie 
JE fotgenben fe^8 SSebingun^ 
gen entsaften: 

1) in SSetreff ber SBinfel 

Z,CAB = ,/ FDE 
^ ABC = ^ DBF 
Z.ACB = ^DFEi 
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2) in SSetreff btt ©eiten 

AB : DE = BC: EF 
AB:DE = AC:DF 
BC :EF = AC: DF. 

JDicfe 6 aSebingungen lajfcn fit^ aber jeberjeit auf 4 jurücf^s 
fft^en, 3)cnn au9 btv (Slci^^cit j»rier SBinfel in j»ei 3)reiecfen 
folgt immer ft^on bie ©leic^^eit be§ britten SGBinfete, unb au§ jirei 
^roj)ortionen unter ben brei (Seiten jmeier 3)reiecfe folgt immer 
ft^on bie britte Proportion. 

S)ie Songruenj gerabliniger Figuren fann mie ein befonberer 
^aU ber ^nli^feit angefe^en toerben. 'X>tnn aud^ in congruentm 
9i0uren finb aUt SBinfet tejie^ungdtoeife QlAä), unb aDe @etten 
^e^en bcji^ungMeife 4n gleichen S3er^ältni{fen{ nur fommt bit 
fiefonbere 93ebingung ^inju, ba^ ade biefe SSer^altnijfe ben SBert^ 
€in8 ^aben. 

SJlan gebrandet baS 3eiti^en CV) für ä^nlid^. 

§. 218. 

3ttfa^. SBenn }iT?ei Sigurcn einer britten ü^nti^ jtnb, 
fo fhtfe tic auii^ rinanber ä^ntid^. 

Ober wenn il CV) Ä unb .4 cV) C ift, fo ifl auc^ ^ CV) C 

S)iefer @a| gilt aut^ bann, wenn eine ber beiben oorau8gefefeten 
Stl^nfid^feiten jtc& in Songruenj Dertoanbeft. Ober wenn il CV) Ä 
unb A = C ip, fo ijt auc^ B (\) C. 

§. 219. 

Se|rfa^. SSBenn jWei ©trauten toon jwei ^jaratteten 
S£ran8t)erfatcn gcf^nitten werben, fo ftnb bie beiben ba^^ 
bux6f entjianbenen ©reietfe ä^nti^. 

819. 139. 

M 

SSorauftfeJiung: 

AC II BD. 

golgftung: 
A ^ÄC CV) A ^^^' 
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»ctDtie. SWan I;at 

^ AMC = ^ BMD 

^ MAC = ^ Jlf^l? m6) §. 41 
^ JlfC^ = ^ J!fP^ „ §. 41. 

gerner 

MA:MB = MC: MD mä) §. 204 

MA:MB = AC : BD „ §. 210 

MC:MD = AC : ^2> „ §. 210. 

3)a hiermit alle Serberungen 5er ©rWärung §. 217 erfiiHt {xnb^ 
fo folgt A ^^(^ CV) A ^^^/ ^- J. ^- lü- 

§. 220. 

Sel^tfa^. 9Benn in itvti ©reietfen bit bxtx 5EBlrifcf 
6fiie^ung8tt?eife gtei^ jlnb, fo jlnb bie ©rciecfc ä^nti^* 

Sto. 140. 

aSoroudff.liund: 

^ BAC = ^ EDF 

^ ABC = ^ DEF 

[^ ACB = ^ DFE]. 

golflfrung: 
A ^SC (X) A J^-EF. 

SSeiüeiö. 2Jlan trage t?on A aus auf AB bie Seite DE ab, 

fo ba^ DE = AG Wirb, unb jiefje burc^ ben erhaltenen ^unft G 

bie ßinie GH\\BC. SflSbann ifl narf; §. 219 

/\^AGH(X)/SABC. (1) 

Serner ifl 

AG = DE mä) ber Sonfkuction, 

^ G^ET = ^ EDP nai) ber SorauSfefcung, 
unb au6 ben beiben ©leic^ungen ^AGH = ^ABC (§. 41)2imb 
^ i45C = Z, ^^P (aSorauöfefcung) folgt 

Z AGB = Z DEF. 
S)emnad) ijl auö §. 56 

A ÄGH = A I>^^. (2) 

Sfue (1) unb (2) enblid} folgt nac^ g. 218 

A ^^C (X) A ^EF, 
to, }. b. tu» 

§. 221. 

Sel^rfa^. lEBenn in jmei ©reiecfen itt?ei (Seiten in 
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ötci^en aSer^&ftniffen flehen unb bic t)on bicfen Seiten 
eiiiflef(]^toffetien SBinfet beiie^ungsmeife gtei^ jlnb, fo jlnb 
bit SDreietfc ä^ntl^. 

93orau0fe|}un0: 
AB:DE = äC: DF 
^ BAC = ^ EDP. 

Solgeruns: 
A ^ßC CSD A ^EF. 

®etr)ci9. 2Jlan trage t)on ^4 au8 auf ^4^ bic ®citc DE ab, 
fo ba^ Z>£ = AG ruirb, unb jie^e bnxd) ben erhaltenen ^unft Cf 
bic ßinic GH\\ BC. Sflöbann ifl na^ §. 219 

A AGB (X) A ^^^. (1) 

gemcr ijl 

i4G = 2>E nat^ bcr Sonfhuction, 
^ ö^isr = ^ £Z)F nat^ bcr S5orau8fcfeung, 
unb aua ben beiben Proportionen AB : AG = AC : AH (§. 204) 
unb AB:DE = AC: DF (SSorauSfe^ung) folgt nat6 §. 207 

AH = DF. 
3)emnat^ ijt aua §. 60 

A AGH = A J>EF. (2) 

Sfue (1) unb (2) enbfit^ folgt nac^ §. 218 

A ABC (X) A ^EF, 

§. 222. 

Sel^rfa^. SBenn in jtpei S)reietfen jiDei (Seiten in glei:= 
^en SSir^ättniffen flehen unb bie ber gröf eren @eite gegen^ 
übertiegenben SBinfet bejie^ungeweife gtei^ jinb, fo jinb 
6ie ©reierfe ä^nti^. 

$&orau9fe|(und: 

AB:DE = BC: EF 

^ BAC ^ /^ EDF. 

BC^AB 

EF > DE. 

Sotgerung: 

A ABC CV) A J^^J^' 

aSeweiS. SDlan trage \)on A au8 auf AB bit ©eitc DE af>, 
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fo ba^ DE = AG wirb, unb jie[;c burc^ ben txifdfkntn ^nft ff 
bie ginie GB \\ BC. Snsbann ift nai) §. 219 

A ^GH cv) A ^c'. (1) 

Serner ijl 

ilö = DE naä) ber GonflructioU; 
^ GAB = ^ E2>F na(^ ber »orauafetunfl; 
unb au§ ben beiben Proportionen AB: AG = BC: GB (§. 210) 
unb AB:DE=BC: EF (S3orau8fe|unö) folgt naä) §. 207 

GH = EF. 
S)emnac^ ijl auö §. 76 

A ^G£r = A ^Ä*'. (2) 

Sfue (1) unb (2) tnbliä) folöt nac^ §. 218 

A ^c (X) A ^BP 

tc. }• b. tu. 

§. 22a 

8e|rfa^. lEBenn in jtrei S)teiecfen bie btei (Seiten ht^i 
iiel^ungSipeife in gleichen SSer^fittniffen flehen, fo flnb bie 
©reietfe ä^ntiij^* 

JBorauSffliung: 
AB:DE = AC: DF 
AB:DE = BC: EF 
[AG :DF = BC: EF}. 

Solgrrung: 
A ABC (X) A ^^^^ 

aSerceia. SMan tröge Don A öu6 auf AB bie Seite DE ai, 
fo baß DE = ilG wirb, unb jie^e burd^ ben erhaltenen ^unft 6 
bie ßinie GH\\ BC. m^bam ijl nad^ §. 219 

A AGH CSD A ^C. (1) 

Serner iji 

AG = DE na6) ber 6on jlruction j 
au& ben beiben Proportionen .4^ : ilö = ^IC : ^liJ (§. 204) unb 
AB : DE = ilC : PF (S3orau8fefcung) folgt nac^ §. 207 

AH = DF, 
unb au6 btn beiben Proportionen AB:AG = BC: GB (§. 210) 
unb AB:DE — BC:EF (SBorauefefeung) folgt ebenfo 

GB=EF. 
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Demnach ip au8 §. 83 

A ^GH = A ^^^' (2) 

SfuS (1) unb (2) enbli^ folgt mij §. 218 

A ^^^ CV) A J>^^, 

Sfnmcrfung. 3)ic üicr gc§rfä|c §. 220—223 werben bie 
tier St^nli(j^feit8fä|e beS XreiedCa genannt. @ie cntfj)ret^en 
ben Dier 6ongruen}fä|en bea 2)reiedC6, ireld^e in il;ren SSetueifen 
jur Sfnmenbung fommen. 

§. 224. 

2e|rfa^. SBcnn jtpei ^otpflone au8 ä^nti^en ©teierfen, 
beten fämmttiij^e ©eiten &ejie^ung8tt)eife in gleiten SSers: 
l^ättniffcn jie^en, auf ü&ereinflimmenbe SGBeife jufamniens 
flefefet jlnb, fo fmb bie ^of^gone ä^ntic^. 



a3orau0fe|ung: 

A ABC (X> A ^Cif 
A ÄCD (X) A ^^/ 

A ^E (x> A ^'^^. 

Solorrung: 
ABCBE CO FGBIK. 

aSemeiö. 3n beiben ^of^gonen fmb erflenS alle SBinfel 
6eiie]^ung8tüeife gleid^, totil jle enttueber gleiche Söinfel in ä^nfit^en 
IDreietfen, ober @ummen gleicher Söinfel au8 ä^nlic^en 3)reierfen 
finb. 

3n beiben ^ol^gonen flehen iweitena atte Seiten bejie^ungS:* 
weife in glei(^en SSer^ältnijfen, »eil fte Seiten ä^nüt^er 3)reietfe 
finb; welche fämmtli^ bejie^ungaweife in gleiten SSer^ältnijTen 
fielen. 

gofgfit^ fmb nac^ §. 217 beibe ^ol^gone ä^nlic^, to. }. b. ». 

§. 225. 

|ge|rfa^. €^nli(^e ^Jot^gone tperben bur^ üfeereinjiim^ 
menb gejogene diagonalen in ä^nti^e JDreiecfe jertegt 

(Umfe^rung bzQ Dorigen 8e^rfn|e0.) 
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fSoraudfeljuttg: 
ABCDE (X) FGHIK. 

golgeruitg: 

A ^CD CV3 A ^^^ 

A ADE cv) A Wir. 

SSetociö. 9Bcnn man Don btn btibtn ä[;n[ic^en ^olt;gonen 
ABCDE mb FGHIK jiicrfl je ein 3)reie(f, ^i?C unb FGH, bnxij 
eine 3)iagonafe abft^neibet, fo i)cA man wegen 5er ?i[^nlic^feit ber 
beiben gegebenen ^otljgone 

AB : FG = BC: GH 
^ ABC = ^ FGÄ 

unb barauö folgt nat^ §. 221 

i) /\ ABC CO /\, FGH. 
Sfu6 biefer ?fC;nIi(^feit folgt ferner 

BC:GH = AC: FH 

^ BCA = ^ GHF 

unb barauö 

AC:FH=CD: HI 

^ACD = Z, FHl, 
fo(glid) 6at man nad; §. 221, inbem man je ein jtoeiteö 35reie(f, 
ACD \x\\b FHI, bnxä) eine ä^eite ^Diagonale abfc^neibet 

2) A A(^J> cv) A ™^- 

©benfo fann man fortfaljren ju bemeifen 

3) /^ADEOOA W/T 
u. f. tt)., tüenn bie 9teit;e ber 2)reiedfe no^ größer gewefen n?ärc. 

§. 226. 

Sel^rfa^. SSBenn jmei fSfigurcn fo in ein ©tral^tenf^ftem 
flclegt werben fönnen, ba^ atte ©trauten burd^ bie Umfange 
ber fSfiguren in gleichen §8er^ättni|fen gef(j^nitten werben, fo 
flnb bie ?5iguren ü^nüd^. 



»fg. 142. 




93oraudfe|iung: 

MA:MF=MB:MG=MC:MH 
n=:MD:MI=ME:MK. 

Solgerung: 
ABCDE (X) FGHIK. 



&itf>tntn «^d^tittt. 145 

S3 e to e i 9. Sf u9 

MA:MF = MB: MG folgt AB || FG (§. 209) 
MB:MG = MC:MH „ BC\\GH 
MC:MH = MD:MI „ CT)\\EI 
MB: Ml =ME: MK „ DE I| IK 
MAiMF = ME:MK „ AE\\FK 

J). ^. alle glei(^licflenbcn ©ritcn bcr briben gegebenen Figuren ftnb 

^jaraffel. §ierau8 fann man »eiter ft^Iie^en: 

1) 9fu8 ^ II FG folgt ^ iJfÄil = ^ MGF (§. 41) 
unb au6 ^C II GH „ ^MBC^^MGH, 

unb bie Sfbbition beiber @Iei(^ungen giebt 

^ il^C = ^ FG£r. 
©benfo fann man, burc^ Sfbbition ober ©ubtraction gleitet 
SBinfef, bie ©teitä^^eit aller übrigen gleit^Iiegenben SBinfel ber 
beiben ffignren betreifen. 

2) 9fu6 AB II FG folgt MB : MG = AB: FG (§. 210) 
unb au8 BC II GE „ MB : MG = BC : GH, 

unb biefe beiben Proportionen geben 

AB : FG = BC: GH. 
Sbenfo fann man betreifen, ba^ ani) alle übrigen ©eiten ber 
Seiben Siguren bejiebungöiüeife in gleichen aSer^ältnijfen jle^en. 

Sfuö 1) nnb 2) enbfit^ folgt nat^ §. 217, ba^ bie beiben ge^ 
^ebenen giguren ä^nfic^ fmb, w. j. b. w. 

Sfnmerfung. ©ine ausführliche ©etrarfjtung ber ßef;re üon 
5er ä^nlic^feit ber Figuren, toeli^e ^ier nic^t gegeben toerben fann, 
maijt e8 nöt^ig, bm üorjle^enben ©afe al8 Srflärung ber 
ä[^nli(^feit jum (Srunbe ju legen. X)iefe grflärung ^at al8bann 
Dor ber obigen beö §. 217 (trett^e man bem guflibea üerbanft) 
ien SSorjug, baj^ jie ni^t affeiu auf frummlinige Siguren, fonbern 
aui), in ber (Stereometrie, auf räumliche ©ebifbe jeber 9frt unmittef^ 
bat angemanbt werben fann. 

3n SSejug auf bie DorfleI;enbe Sigur gilt fjier roieber bie 9fn- 
merfung ju §. 204. 

§. 227. 

Aufgabe. 3u einer gegebenen gigur eine i^v ä^nli^e 
^gur ju jei^nen. 

«Blttjlcin'a (|Cem..aflat^cmtttif. 1. 835. 2. «bt^rj. 10 
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inur ABCDE. 



©im ä^nlic^e Sigar. 



Souflruction. ajlau mn^Ic einen beliebigen ^uuft M ux\b 
jie^e ans biefem Ranfte ©trauten MA, MB, MC, MD, ME, na(^ 
allen SJpunften ber gegebenen Sigur. 5fnf bem ©tra^fe MA 
ne^me man einen ^unft F f o an, ba^ ba^ 83erf;attniß MA : MF 
gleid) bemjenigen aSer^ältniJTe tt>irb, tvdäjt^ bie ©eiten ber gegebenen 
iu ben ©eiten ber gefachten Sigar ^abm foUenj jie^e baraaf 
FG\\AB, GH\\BC, HI\\CD, IK\\DE, mb tnblii) bie gerabe 
ginie FK. msbann ifl FGHIK bie gefachte ??igar, ireft^e ber 
gegebenen ABCDE ä^nlic^ ijl. 

J)er 93 e tt) e i 8 beratet in bem üorigen ße^rfafee. 

S)ie SBa[;I bea Ranfte© M ifl üoafommen n^iafttrli^, SJfan fann 
if)n \ott)cljl aafer[;alb ber gegebenen ffigar (n^ie oben), afS auc^ 
innert;alb berfefben, ober in einer \i)xtv (Seiten, ober m einem i^rer 
gdfpanfte annefjmen. Sfad) ben ^anft F fann man nic^t mir in 
MA felbfl (tt>ie oben), fonbern aad^ in ber SSerfängerang öon MA 
über M [;inaa8, aaf bie obige SSeife fefllegen. 

Sfnmerfang. Sfaf biefer Sfafgabe beratet ber fogenaQnte 

(Stor^f(^nabeI ober ^antogra^f;, ein Snflrament, mef^cö 

baja bient, eine gegebfne Sigar in einem gegebenen aSer^ältniffe 

Sifl. 143. ja oerjüngen. ©erfefbe befielt, 

gig. 143, ans Dier gfeiei^Iangett 
ßineafen Jfil, AB, CD, DE, totiäjt 
in A, F, D, G fo mit eiminber 
Derbanben ftnb, ba^ AFDG ein 
üerfc^iebbarea ^araHelagramm 
bilbet. 'Die Ranfte M, D, R 
liegen alsbann in (giner gerafieti 
ßinie. SSenn nan ber ^anft M 
aaf bem Rapier befeffigt anb ber ^anft B aaf bem Umfange 
einer gegebenen Sigar x ^eramgjefü^rt irirb; fo befci^rribt ber 
^anft D eine ber gegebenen ät;nlic^e Sigar y. 3)aö Serl^ättnil ber 
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©eiten biefer bciben giflurm ifl QUiä) htm SBer^ältnif MÄ : MF, 
b. f). bie gegebene fSgur toixb in bem SBer^ältnijfe MÄ : MF üer^ 
iüngt. 

9fuf berfelbeu Sfufgabe beruhet, bei bem topvQxapf)\fä)tn §fuf= 
ne^mett ücrmitteffl bea SJleftift^eS, baS fogenannte Sfuf^e^men owö 
Einern fünfte, morüber bie prafHfd^ ©e^metrie »eitere SfuSfunft 
öifbt. 

§. 228. 

Sel^rfa^. ^f)nlx6)t giguren fönnen immer fo in ein 
@tral^tenf^;flem gelegt tüerben, ba^ atte ©trollen bxxt^ bie 
Umfange ber Siguren in gleiten SSer^ättniffcn gef^nitten 
»erben. 

(Umfe^rung bt^ 8e^rfa^6 §. 226.) 
5iö. 144. 



iBoraudf ej^ung: 
ABCDE (X) FGHIK. 

Jolgeruttg: 

f. b. aSorauefelung in §. 226. 



j8 

58 e tu ei a. 3Ran mäl^fe einen beliebigen ^unft M unb jie^e 
auB biefem fünfte Strahlen MÄ, MB, MC, MD, ME \xaä) allen 
®rfpunften ber gegebenen Sigur ÄBCDE. Sfuf bem ©itra^Ie MÄ 
nifjmt man einen ^unft L fo an, ba^ 

Mä:ML = äB:FG (1) 

wirb, jie^e LN\\ÄB,NP\\BC, PQ\\CD, QR\\I>E, nnb mblit^ 

bie gerabe Sinie LR. SflSbann ifl nac^ §. 204 

Mä:ML = MB:MN=MC:MP = MD:MQ = ME: MB, 

b. f). bie beiben fjignren ÄBCDE unb LNPQR liegen fo in einem 
(Stra^Ienftjpem, b4 aüt ©trauten bnxij bie Umfange ber ??iguren 
in gleichen SBerl^äftniffen gef(^nitten werben. 

m bleibt nun nod^ ju betoeifen übrig, ba^ FGHIK mit LNPQR 
3ur 3)etfung Qtbvaijt werben fann. 3u bem gnbe ^at man nadj 

§. 210 

MÄ:ML = ÄB: LN (2) 

10* 
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iiub auö (1) unb (2) folgt mä) §. 207 

FG = LN. 
fjerner Ijat mau au8 §. 226 

ABCDE CV) Li^P^Ä, 
unfc wenn man ^ieju bie SJorauSfefcung nimmt, fo folgt nai^ §. 218 

FGHIK CV) LNPQR. 
S)ie bciben Sißurcn FGHIK unb L2\rP0fi Pub mithin ä^uH^, 
unb juglciti^ ^at ba^ SBcr^ältnif üon einem ^aar gleii^Iiegenber 
(Seiten, FG : Li^, ben SBert^ (ginSj ober e9 ifl (f. §.217) 

FGOT/ir = LNPQR. 
man fann affo TOJ^/Zf an bie ©teile Don LNPQR legen, b. ^. 
man fann FGHIK unb ABCDE fo in ein ©tra^lenf^flera fegen, 
baf alle ®tra[;len burci^ bie Umfange ber Siguren in gleichen 
aSerljältnijfen gefrfjnitten merben, m. 5. b. m. 

§. 229. 

3ufa^. St^nüc^c Figuren fönnen immer in eine fotd^e 
ßagc gebracht tt)erben, baf i^rc (Seiten bejic^ungSWcife 
parattet liegen. 

Unb wenn man in biefer Sage ber beiben ä^nlid^en 
Siguren icbe jwci gleic^ticgenbe @cfj?unfte berfetben burd^ 
eine gerabc Sinic tjcrbinbet, fo f^neiben fxi) aUt biefe SScr^ 
binbungStinien in einem fünfte. 

!Der jule^t genannte ^unft, welcher bem @tra§tenj)unfte M in 
btn Sig. 142 unb 144 entfpric^t, wirb auc^ ber ?i[^nlid^feit8= 
}3untt bet beibcn Si^uren, in ber üorauagcfefeten Sage berfelben, 
genannt. SEBenn man in biefen ^unft baa ?fuge bringt unb üon 
i^m au9 bie beibcn ??iguren betrachtet, fo fd^einen biefe fjiguren 
einanbcr ^unft für ^unft ju bedfcnj bie ?i[t;nlid^feit ber 2figuren 
erfd^eint atfo t;ier wie eine Sfrt üon optif(^cr ober perfpectiüifd^er 
©edfung, unb tritt bamit in ein coorbinirteö SJer^ättnif ju ber 
Songruenj ber Sigurcn, wetd^e eine wirffidbe 3)edfung forbert. 

Das <?tral)lenft|f}fm mit ntd||t parallelen Siran^perfalen. 

§. 230. 
©rfldrung. Unter einem "^opptUtx^alinxf Don 
ßinien uerflei^t man ba& gcometrif^c SSer^ältnif iWeier 
SSer^ättnijfe unter ßinicn. 



^ — ^ 
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^er ©cbraud^ be8 ©oppclücr^ältniffce ifi fofgenbcr. ©a fei ^^, 
ig. 145, eine gerabe ßinie, meiere bur^ ben ^untt C in bie 
beiben %i)t\\z AC unb BC jerlegt mirb, iinb ebenfo fei DE eine 
gtfl. 145. gerabe ginie, welche burc^ bzn ^iinft F in 

4: ^ B ^« ^fi^^^ ^f^il^ ^^' ""^ -E^ i^^fättt. §rfe 

^ bann pnb AC : ÄC nnb DF : EF bie S3er^ 

'^ tjältniffe unter ben Steilen biefer ßinien. 3)iefe 

a3ert;ärtniffe fmb aber Bafjlen (f. §. 200), 

man fann bemnad^ mieber ba^ geometrifd^e SSer^ältnif 

(f. Sfritf;. §. 137) biefer beiben a3err;ältniffe bilben, uni erhält 

fo ba8 ©oppefüer^äftni^ 

{AC:BC):{BF:EF) 

ober tüie man I;ier bequemer fc^reibt 

AC^ DP 

BC' EF' 

3)ie S^eifpunfte C unb F müjfen nid^t not^menbig, mie in 
gig. 145, innert;alb ber ßinien AB unb DE angenommen merbeu/ 
fonbern Tonnen auc^ irgenbmo in bie SSerlängerung biefer ginien 
fatten. 

STnmerfung. SBenn ein ^oppeloertjältniß ben SBert^ ginS 
annimmt, fo ge^t e8 in eine Proportion über. 3. 85. menn man ^at 

AC^ BF_, 

bc'ef~ ' 
fo folgt fogleid^ 

AC_DF 

BC ~ EF' 

b. i. AC:BC=DF: EF. 



§. 231. 

ßel^tfa^ be6 9JleneIau6. SBenn jtpet ©trauten üon 
jtt?ei ni^t paratteten Sran6t)erfaten gefc^nitten iverben, fo 
&af bie Sfbfc^nitte, njet^c bie eine biefer Sran8t)erfaten auf 
ben ©trauten l^ert^orbringt, bur^ bie anbere S£ranöt)erfate 
in \t imi Steile jerfatten, fo ifl baS 5)oi?<}etüer^ättnif 
unter Mefen S^^eiten gtei^ bem umgefe^rten SSer^ättnif 
utiter ben S^eiten ber erften SSranSöerfale. 
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Sifl. 146. 



v^-r 




AC t^eift bie Sfbf(^nitte MB unb ifD. 

Jolflerung: 



AB ' CD 



= DE : BE. 



83emei8. 9)taii jie^c b\ix6) bcu ©trrt^Ienpunft iüf ju bex %tat^:^ 
Derfale ÄP bic ^avaMt MF, meiere bie Sranöberfale AC in F trifft. 
Sffabaim ift nad^'§. 210, inbcm man -4 mie ©tral^Ienpimft anfielt, 

MA:AB = FM : BE 

nnb cbenfo, inbem mati C tüie ©tra^Ienpunft anfielt, 

MC'.CD^FM: DEj 
folglich 

MA MC _FM FM 
IS' CD~ BE ' DE' 

Sfber au8 ber ?frit^metit §. 149 folgt 



M-m = ^^-'^' 



mithin ift 



j^A MC 



DE : BE, 



= CE : AE. 



AB * CD 

tt). j. 6. tD. 

Sfnmertung. SJlnn ^ätte im gel;rfafee naä) SSertaufi^ung ber 
Sranaücrfalen AC iinb BD, anä) fd^reiben tonnen 

MB^ MD 
BA ' DC 

3n biefem Satte tl;citt J5D bie Sfbfd^nitte MA unb ilfC in btn 
fünften B unb D, mefd^e in ben SJerlängerungen biefer Sfbfd^uitte 
liegen (f. b. üorigen ^aragrapl)). 

3n berfelben ?5igur fann man übrigena ani) jeben ber fünf 
anberen ©(^nittpunfte A, B, C, D, E lüie ©tra^Ienpunft onfe^en, 
ol^ne iaSß ber Se^rfafe aufhört xiä^ÜQ ju fein. ®o finbet vXan j. SB. 
menn B (StraI;Ienpunft tfl 

^3f • £/> 
l^jlf BD 



^.:t^ = DC:MC 



unb 



3fii* M 



EC : i4<7. 
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?fuf biefc SCReife fann ber borfle^enbe ße^rfa| in betfefbcn SFigur 
iur^ jttjMf bcrf^ebene Proportionen öuögeörüA werben. 

35er 1^ beroiefene ße^rfafc fommt in ben Elementen beS guttibeS 
nid^t oor. ®r finbet \iä) juerfl in ber ©p^ärif be8 SDlenerauö, 
totld)n ju ?f[eranbria um ba8 3a^r 80 nat^ S^r. ®eb. ft^rieb, unb 
fcilbet hm Sfu^angStrunft für eine Steige toon Unterfut^ungen, bie 
man unter bera S^nmen btr „neueren ©eometrie" jufammenjufaffen 
pfltQt unb Don benen ^ier nur bie erften SfnfangSgrünbe gegeben 
tDerben tonnen. 

§. 232. 

Se|tfa^* a&enn btei ©trauten bie @rf|)unfte eines 
SDrcletfö treffen, fo tpetien fle bur^ bie biefen @rf|)unften 
flegenüberliegenben (Seiten ober bie SSerlängerungen berfelben 
fo gef^nitten, bafi bai 5)op<)eIt)cr]^äItnif unter btn Steilen 
Je itocier ©trauten gtci^ btm umgefel^rten SSer^dttnif unter 
i>ctt S^etten ber *erHnbcnben ©teietfafeite ift. 



l8oTau«fe||un§: 

A ABC getroffen Don ben ©trafen 
MA, MB, MC. 

Sotgerung: 

MD ME -^ ,^ 

• r= ÄF • AF 

A ^^ /^ \_ DA ' EB ^^ • 

83emei8. ^aij btm Dorigen ße^rfa^e t;at man 

MD ,MC _ 

wnb au8 Beiben ^ro^^ortionen folgt 

STnmerfung. 3m Sel^tftt^ ^ätte man atu^ fc^rei&en Tonnen 

MD .MF _ p 

unb^:^=CP:ÄÖ. 
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getner tann man aud) '\tbt\x btx 5rei ^uattc A, B, C tcxt 
©tra^Ienpunft anfctjen, fo baf mithin in berfcföen Sigur btx t>or=: 
fletjenbe Setjrfafe burti^ jit)i)[f ücrfti^iebcne Proportionen auSgcbrütft 
merbcn tann. 

§. 233. 

Aufgabe. Sine gegebene gerabe ßinie o^ne ®tixa\xi) 
be5 3itfel6 in imi QUxijt Steile ju t^eiten. 

8ifl. 148. 

ßinie .4^. 

\AB. 

ßonflruction. SDtan wä^Ie außerhalb ber gegebenen geraben 
ßinie AB einen ^nnft M, jiet;e auS if bie beiben ©trn^len MA 
unb if^, fege burt^ biefe ©tra[;[en bie Sran8t)erfale CD || AB^ 
jie^e AD unb ^C, unb enbli(^ burd^ beren ©t^nittf unft E bm 
©tra^f ME, mläjtx bie gegebene ßinie AB in F tjalbiren tüirb. 

»emeie. ^aä) §. 232 ifl 

MC MD ____ p_ _, 

'cä'db~^^' ^^• 

?5erner ifl nad^ §. 205 auö ber Sonfhruction 

MC : CA =^ MD: DB, b. i. ^:^=1- 

Solglici^ aud^ 

BF:AF= 1, b. i. 5/^= ^F, w. j. b. tu. 

§. 234. 

aittfgabe. 3u einer gegebenen geraben ßinie burc^ einen 
gegebenen ^unft eine ^araffete ju legen. 

©egeben: 

ßinie AB unb ^unft C. 
parallele ju ^J? burd) C. 
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(Soiipruction. SSlan trage auf ber gegebenen geraten Sinie 
AB einen tt3illfürlid)en SCjeil AF jttieimal ab, AF = FB, üerbinbc 
A mit C burd^ bie gerabe Cinie AC, tc'dljk in ber SSerlängerung 
biefer Sinie einen ^unft M, au8 mefd^em man bie (Strahlen MF 
unb MB jie^t, üerbinbe ^ mit C, fege bur^ ben ©cfjnittpuntt E 
bie Sranatjerfale ^£, mef^e MB in 2> f^neibet, unb enblid^ buxij C 
unb D bie Sran8t}erfafe CD, meldte bie gefud^te parallele fein wirb. 

aSemeie. ^ij §. 232 ift 

MC MD „p .„ 
— • — = BF • -/iF 
CA DB 

Semer ifl nad^ ber ßonfhuction 

BF = AF, b. i. BF:AF=L 
golglic^ au(^ 

^ : ^ = I, 5. i. jfC : C^ = JjfD : Dl?, 

unb barauö fofgt nad^ §. 209 

CD II AB, tt). j. i. it\ 

§. 235. 

Sel^rfa^* SDtc SranSDerfaten au6 bcn brei ©cfpunften 
eines SDtelerfö nadi ben SJlltten ber gegenüberliegenben 
®eiten burc(|f(^neiben fld^ in ©inem fünfte. 

Sßoraudfeljung: 
AF=FB 
BD = DC 
AE = EC. 

Jolgerunfl: 

■jj ^JB AD, BE, CF getjen burt^ ginen ^unft. 

S3ettiei8. 68 fei ö ber J)ur(^f(^nitt8punft ber beiben SranS^: 
Derfalen AD unb BE. 9Jtan jie^e CG unb verlängere biefe ßinie, 
bis fte bie ©eite AB in Ä trifft. 

©efe^t nun, ber «punft H fatte nid^t mit ber ajlitte F ber ©eite 
AB jufammen. SflSbann l^at man nad^ §. 232, inbem man C 
wie ©tral^lenpunft anfle^it, 
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CE CD 

^ber üermöge btx aSorauöfe^ung ^P ^j = * ^"^ BF ~ ' ' ^^'8' 

BH:AH= 1, 5. i. BH=AH, 

unb biefc8 miberfpri^t ber SBorauöfcfeung ^F = FB. 

3)er SEBibcrfprut^ ^ört nur nuf, wenn H mit F jufammenfaHt 
OTfo ge^en bic brei Sran8l}crfalen ilD, B£ nnb CF bxixä) benfetten 
^unft G, tv. j. b. m. 

?fnmerfnng. 3)ie üicr fünfte bc9 3)reiedf8, meiere in btn 
§§. 183, 184, 186 unb 235 nat^gemiefen morbcn fmb, werben bie 
üier mertwürbigen fünfte beö 35reiedf8 genannt. 

§. 236. 

@rflatung. SSter fünfte einer gerakn Ämie werben 
^armonif^e fünfte genannt, wenn fit biefe getabe 
ßinie fo jertegen, baf ber erfte X^dl jum jtt>citcn fl^ t>ers: 
l^ält, wie bie ganje Sink jum brüten Steile. 

55er erfie unb britte ^unft, fo wie ber jweite unb bierte 
^unft werben einanber jugeorbnete §)unfte genannt 

»ifl. 160. @o fmb in «ig. 150 tie Stifte A, F, 

I I B, G tier ^armonifd^ ^nfte, weim bie 

^ Jff Jß tf Proportion jldttftnbet 

AF : FB = AG: OB. 
S)ie fünfte A unb B, fowie F unb G fmb einanber jugeorbnete 
fünfte. 

SDIan fann AB xoxt eine gegebene Sinie anfe^en, weld^e bur(% btn 
inneren SCjeilpunft F in bem SBer^ältnijfe AF : FB, unb burd^ btn 
äußeren S^eitpunft G in bem gleici^en SBer^ältniffe AG : OB getfjeift 
ifl. 3)enn bie Oleic^fefeung biefer SBer^ältnijfe giebt wieber bie 
obige Proportion. 

SJtan fann aber auc^ FG wie eine flegebene Sinie anfe^en, welche 
bur^ ben inneren S^eiipuntt B in bem SSer^Itnijfe GB : BFy unb 
bnxii btn äußeren S^eilpunft A in bem gleichen ©tr^ältnifft GA : AF 
get^eilt ifl. 35enn bie ®Iei(^fe|ung bi^er SBer^ältniffc giebt 

GB:BFt=:GA:AF 
unb ^ieraua entfpringt burc^ SBertaufc^ung ber äußeren ®Kcbcr 
unter einanber (?frit^metif §. 150) wieber bie obige Proportion. 
3laä) §. 215 läßt fn^ oon oier ^armottif(^en fünften überbieft 
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noc^ audfagen^ baß fte eine gerate Sinie fo jetlegen, baj^ bad 
f^tijtti a\x$ 5en äußeren Steilen gleich bem Äet^tetf au8 ber 
flönjen ßinie nnb bem mittleren Steile wirb. 3>enn bie Proportion 

AF:¥B^AG: GB 
fliebt 

CZI ÄF .GB = zi2AG . FB. 

35er mittlere S^eil ifl immer fteiner afS jeber ber beiben äußeren 
^^eile. 

9fnmerfung. 3)er 3ufammen^ang ber I;armonif(^en fünfte 

mit ber ^arraonifc^en Proportion (Sfrit^. §. 155) ifl folgenber: 

3!)ie Proportion 

AF:FB = AG: GB 

fann man Uaä) gig. 150 and) fd^reiben 

{AG — FG) : (FG — BG) = AG : BGr^ 

unb totxvx man bie 8inien AG, FG, BG hmi) einerlei gin^eit 
gemeffen unb in Saufen auögebrüdft annimmt, fo erfennt man f;ier 
unmittelbar eine fletige ]^armonif(^e Proportion jtoift^en bm brei 
©liebern AG, FG unb BG. 

§. 237. 

%ttfga(e* 3u itci ö^^^^tn fJunflen ien liierten ^ar^ 
monif^en 5>unft ju ftnben. 

35er gefudite ^unft fann tm innerer ober ein äußerer fein, unb 
ba^ pnb jtoei gäffe su betrauten. 

«ig. 151. 

M 

1) begeben A, B, G, 
®t\\iä)t' F. 

2) ©egeben A, F, B. 
@t\nä)t G. 

Son^r'uclion. 1) 2fu9 bem mittfürlic^ gewä^ften ^unft M 
jiel^e man bie beiben @tra[}Ien MA nnb MB, fc^neibe biefelben au8 
G bnxä) bie Sranöüerfafe CD, jie^e AD unb BC, unb burci^ btn 
tJJurd^fd^nittepunft E biefer beiben ßinien btn ©tra^f ME, tvtli)tv 
btn gefuti^ten ^unft F ergiebt. 
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2) 9fu9 bem miHfürlid^ getüä^tten ^uiift M jic^c man bie brei 
©tratjlcn MA, MF unb MB^ fd^neibe bie bciben erften au8 J? burd^ 
bie Sranöüerfale EC unb bie beiben legten au8 ^ burd^ bie Sranö^ 
üerfale ED, unb jiel^e CD, mefd^e ßinie t^erfängert ben gefugten 
^unft G ergiebt. 

83eroeia. 5»a(^ §. 232 ijt 

MD MC 



DB' CA 



= AF:BF 



unb naä) §. 231 



folgli^ 



DBCÄ^"^^'^^^ 



AF:FB = AG: OB, 

S)eterniination. S)er gegebene ^unft F in 2) barf nit^t 
in ber 9Jlitte üon i4J? liegen. iDenn menn biefer Satt eintritt, fo 
entfielt bie gigur 148, §. 234, unb ein ^unft G fommt ni^t ju 
©tanbe. 

§. 238. 

StflStung. SSier ©trauten eines ©tral^tenfvilemö tt^erben 
l^armonif^c ©trauten genannt, wenn fle bnxi) toler 
]^armonifd|c 9>unfte ge^en. 

5)er erjle unb brittc ©tra^t, fo ivie ber jtpcite unb üiette 
©tra^t mxbtn einanber jugcorbnetc ©trauten genannt. 

§. 239. 

8e|tfa^» 3cbe Sranst?erfatc, tpelc^e burd^ t?icr fjaxmo^ 
nifd&e ©trauten ge^t, tt)irb burd) biefelben in üier ^arnio:^ 
nifc^en fünften gef^nitten. 




SBotaudfr^ung: 
AF:FB = AG: GB. 

Jolgfrung: 

CH:UD = CI: ID. 



F B 
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IBeweiS. 3ie^t man bnxä) C ritte Srattöberfale CL\\AG, fo 
fofflt au8 §. 210 Sfttttt., baf bie «bfd^ttitte 5er SrattöDerfale CL 
unter fii^ biefelbe Proportion bilben, mie bie glric^fieflenben ^b^ 
fc^nitte üon AG. SJlan ^at alfo in Sofge 5er SSorauSfefeung, 

CK :KE = CL: LE, 5. i- ^ = §• 

ferner ifi aii8 §. 231, in5ent tnan C mie ©tra^lenpunft anfielt, 

ain5 ebenfo 

un5 5a in 5iefen 6ri5en Proportionen 5a9 jmrite, 5ritte un5 üierte 
®lie5 bejie^ungSmeife Q\ni) jiit5, fo tnftjfen au(^ 5ie ?fnfang9- 
fllie5er gleid^ frinj o5er e9 ift 

m = W^ 5. i. CH:HD = CI:ID, 

n). }. b. tt). 

§. 240. 

Sel^tfa^. 3e5c SranSücrfale, tvtlä)t einem t)on t)ier $ar=: 
tnonlf^en ©tra^I parattel ijl, ivirb bur^ btn i^nt juges: 
i>rbneten ©tra^I in jtDci gleite Steile get^eitt. 

Sifl. 153. 



M 




AF:FB = AG : GB 
CD II AM. 

Sotgftunfl: 
CE = ED. 



JB" M 



aSettjeiS. 8egt man bur(^ htn ^unft JE eine beliebige Sran8* 
Derfale ÜK bur^ bie t^ier (Straffen, fo ift na(^ bem üorigen 
iJe^rfafce 

HI:IE = HK: KE. 

geriter ifl nai^ §. 210, inbem man / n^ie ©tra^fenpunft anfielt, 

HI:IE=zHM: CE 
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unb ebenfO; inbem man K mie <Sitxaf^ltnpunft onpe^t^ 

HK.KE^HM: ED. 
$ierau8 fti^Iieft man mit Slürfjid^t auf bie obige Proportion, baf, 

HM:CE=^HM: ED, 

folglidi ifl 

CE = ED, 
vo, }• b. tt?. 

?funicr!ung. S)iefer ße^rfafe tann anä) umgcfe^rt tüerben, 
unb liefert in biefer ©eflalt eine jtüeite 9fuflöfung ber Sfufgabe 
§. 237, tüefc^e inbejfen bier übergangen wirb. 

Drr Stets in einem J?tra^lenfijßem. 

§. 241. 

Sel^tfa^. SGBenn jrpel ©trauten einen iCreiö f^neiben, 
fo bitben bie üier SCbfdjnittc ber ©trauten eine Proportion, 
beren innere ©lieber bie Sfbfc^nitte beS einen ©tra^td unb 
beren auf ere ©tteber bie Sfbf^nitte beö anberen ©traute flnb* 

Ober: X)a8 Steckte* auS ben STbfc^nitten bed einen ©tra^Iö ip 
gleid^ bem Sled^tetf au8 ben ?fbfd^nitten be8 anberen ©traute. 

Sifl. 155. 

IBoraudfr^ung: 

AB, CD finb ©ecanten. 

Sotgfrung: 
MA:MC = MD: MB 

ober CZI MC . MD 

^ CDMA. MB. . 

93 e tu eis, 2Jlan jie^e bie ©e^nen AD unb BC. S)aburti^ ent:^ 
fielen jmei 3)reiedPe MAD unb MBC, in btmn man f)at 

Z, AMD = Z BMC 

Z, MDA = Z ^BC {naij §. 176). 

golglid^ ijt au6 §. 220 

A ^AD CV) A ^^^/ 
unb barau8 nati^ §.217 

MA:MC = MD: MB, 
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mcfilr man na^ §. 215 aui) fe^en tann 

^ZDMC.MD—lZ3.MA. MB, 

35er 93etüei8 bleibt berfefbe, ber ©tra^Ienpunft M mng außerhalb 
(Stfl. 154) ober innerhalb (gig. 155) be8 Greifes liegeTU 

§. 242. 

Sel^tfa^ Söenn jwei ©trauten einen Äreiö trejfen, t)on 
benen ber eine SCangente beö ^eife6 ifl, fo ijl bie Sangente 
mittlere proportionale jtDifii^en ben ^bfdjnitten ber ©ecante. 

Ober: S)a8 Huabrat über ber Sangente i|} gleich bem Sle^tedf 
au6 btn Sfbfd^nitten ber ©ecante. 

«ig. 166. 

SSoraudfflung: 

MC ifl SEangente. 

golgerung: 

MA:MC = MC: MB 

ober DMC=nDMA. MB. 

S3etrei§. SWmi jief;e bie ©cf;nen AC unb BC. X)aburd^ mU 
fielen jmei 3!)reie(fe MAC unb MBC, in benen man ^t 

^ JJfCii = ^ JrJ?C (nac^ §. 176). 
golgfi^ ifl au6 §. 22a 

A ^^C^ CV) A *^^/ 
unb baranS fofgt nati^ §. 217 

MA:MC = MC: MB, 
wofür man nati^ §. 215 auc^ fefeen fann 

DMC= CDMA. MB, 

tv» j* b. ID. 

§. 243. 

Sel^rfa^. SBenn jtpei ©trauten einen ÄreiS treffen, üon 
benen t>er eine $ätfte einer ©el^ne ifl, fo ifl bie l^albe 
@e$ne mittlere ^ro^jortionate jtvif^en btn SCbf^nitten ber 
anberen (Se^ne. 
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Ober: S)aö Quabrat über ber falben ©e^ne ifl gleich 
9teti^tedf au8 btn Sfbfc^tiitten ber anbeten @e^ne. 

gig. 167. 

SBoraudff tung : 
MC = \ CD. 

Jolgfiung: 

MA:MC = MC: MB 

ober aMC=c-} MÄ.MB. 



btm 




SSetücie. ^a6) §. 241 Ijat man 

Jf ii : MC = MD: MB. 
§fber na(^ ber SSoranSfefenng ifl MC=^MDj fofgUc^ au^ 

ober nad^ §. 215 

[3MC=C=}MÄ. MB, 
to. j. b. to. 



§. 244. 

Sel^rfa^. SBenn man in einem re^ttpinfctigen SDreierfc 
aus btm @^eitel<}unfte beS rechten SBinfetö ein ^erpeu:= 
bifel auf bie §^i)otenu[e fällt, fo ijl jebe Äat^ete biefeS 
iDrcierfö mittlere ^ro|)ortionate jtpif^en ber $v|}Otenufe 
unb bem anliegenben STbf^nitte ber ^\)pottnxi^t. 

Ober: S)aa Cluabrat über jeber Äatt;ete ifl gfeic^ ^em dttäjtti 
<ui8 ber §t)j)otenufe unb bem anliegenben 9fbfc^nitte ber §t)j)otenufe. 

S^ r a u d f f ^ u n g : 

^ACB = ^ 

CD ± AB. 

Jolgerung: 
AB:AC==^AC:AD 

ober n AC=CI2AB. AD. 




fBeioeia. W,a\\ confhuire einen bem red^tminfeligen 35reiedEe 
CDB umfc^riebenen Ärei§, beffen SJtitterpunft mij §. 183 in bie 
mttt t>on BC fatten toirb. «ftabann ifl AC Sangente biefe6 
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Äreifee (§. 143) unb AB ©ecante beöfelbcn (§. 144)} folgfit^ ^at 
man nai) §. 242 

ilF : AC = AC: AD 

ober 

D i4C = cm i4Ä . ^1>, 

to. j. 6« tu. 

^ätte man ebenfo bem rec^troinWigen 35reictfe ADC einen Äreiö 
umft^rieben, fo tüürbe man auf bemfelben SBegc gefunben" ^aben 

AB:CB = CB: DB 
ober 

DCB = cziAB. DB, 

womit berfelbe 8et;rfat noc^ einmal auögefproc^en ip. 

Sfnm erlang. ?fu8 biefem Se^rfafee fann ber Se^rfafe beS 
^^t^agoraö neu bemiefen werben. SJtan I;at nämlic^ 

BAC^CZiAB.AD 
nCB=CDAB.DB 

imb barauö imrb burd^ 9fbbition 

nAC-^-aCB^^CDAB.AD-^-nZiAB.DB. 

^nn Wunen aber bie fSttäjUdt CDAB.AD unb nilAB .DB 
kxijt abbirt toerben, inbem mau jie mit einer gleid^en (Seite fi^ 
an einanber gelegt benft. Sffabann erhält man 

HD AB. AD -^ CD AB .DB = D AB, 

forglit^ ifl 

DAC-}-[3CB = DAB, 
it). }. b. tu* 

§. 245. 

Sel^tfa^. SBcnn man in einem re^twinfettgen ©reierfe 
aus 6cm (Sd^eitctpunftc beö reii^ten SBinfelS ein 5)erpen^ 
fclfct auf bie ^^potenufe fättt, fo ijl biefeö ^erpenbifet 
ntlttlete §)ro|)ortionate jtoifc^en ben beiben Sfbf^nitten ber 
^^potenufe. 

Ober: 35a8 Cluabrat über bem ^erpeubitef ifl gleit^ bem SHed^teä 
öud btn beiben Sfbfc^nitten ber §^potenufe. 

«Bittflriirs Q^(tm.«9nat^ematir. I. 936. 2,^t^l^. H 
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CD ±AB. 

Jorflerung: 
AD : CD = CD: BD 

ober D CD = CD AD. BD. 



83 e tu ei 8. SDInii conflnüre einen bem rec^toinferiflen ^reiedft 

ABC umfdiriebenen Äreia, bt^tn SJlittelpnnft md) §. 183 in bie 

SJlitte Don AB fatten »irb. SHSbann ifl CD §älfte einer ©e^ne 

CE (§. 151), fofgüd^ f)at man naä) §. 243 

AD : CD = CD: BD 

ober 

DCD:=^nilAD.BD, 

Sfnmertung. X)ie beiben üorfie^enben ßefjrfä^e fönnen andf 
öfd Sef;rfä^e t>om Ä^reife nu6gefpro(^en n^erben, nämlid^ an e?ifl. 15ft 
lüie folgt: 

§. 244. X)ie ©efjne ilC ifl mittlere proportionale jtüifc^en benr 
Durdimejfer AB nnb bem anliegenben §f6fd^nitte AD be8 S)ur(^meflfer9^ 

§. 245. ®aa ^erpenbifel CD ip mittlere proportionale jtoift^cit 
btn beiben Sfbfd^nittm AD unb PD be8 ®ur(^meflfer8. 



§. 246. 

ßel^tfa^ be§ ^toIemSuS. 3n Jebem eingefc^rieöenen 
5ßiererfe l^ bai dtti)Ut£ auö ben 6eiben diagonalen gteld^ 
ber ©iimme ber fStt6)Uät aus ben einanber gegenübets: 
Hegenben (gelten. 
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ISoraudfftung: 

ABCD ein eingef^riebened SSieredP. 

Folgerung: 
CDAC.BD = \ZD ab. CD + EZD ilD.BC 



eirbrnter ^b\^niiU 16^ 

ißetüeia. SJlau jic^e au6 einem gtfpunfte A bie ßinie AE \o, 
baß ^ JJiijB = ^ Z>^C tüirb. ?ftebanu ^at mau 

^ BAE = 2: Z>^C nacf) ber Sonfhuction 
^ ^£ = ^ ^CZ> nac^ §. 176, 

folQÜd) md) §. 220 

A ABS CV) A ^^^ 

unb baxawQ nai) §. 217 

AB:AC = BE: CD, 
b. i. nad^ §• 215 

dl AC .BE=cnAB . CD. (1) 

(gbenfo ^at man 

^ DAE = ^ J?^C nat^ ber Sonfhuction 
Z ADE = ^ ^CT mi) §. 176 

unb baraua n^ie öorr;in 

A ^^^ CV) A ^^^ 
AD:AC = DE: BC 

nnAC .DE^nnAD . bc. (2) 

SBenn man nun bie ©fei^ungen (1) unb (2) abbirt unb babei 
bead^tet, ba^ cm AC.BE unb IZZI AC.DE jut ©umme geben 
CZH ^C . BD, fo folgt 

cm ^c . J?z> = cn ^5 . CD + cm ^/> . fic, 

kt). j. b. tu. 

Sfnmerfung. 3)iefen ße[;rfafe I;at juerfl ber ?ffh:onom ^icXt^ 
maus ju Sflepanbria um 150 nad) S. ®. in feinem ?flmagep (in 
ber S^rigonometrie tüirb baüon weiter bie Siebe fein) gegeben unb 
jur S3ered)nung feiner trigonometrifc^en Safein angewanbt. 

ajlan fann au8 biefem @afee mieberum beu Se^rfafe bz^ ^^t^a^s 
goraa neu beweifen. 3u biefem 3tt)e(fe I;at man nämlid^ nur 
nöt^ig, ba8 eingefdE;rie6ene SSieretf ABCD al8 3tec^te(f öorau8jufefeen, 
womit fowol^I bie gegentiberliegenben ©eiten atö aucE; bie 2)iago' 
naien beöfelben bejie^ungSweife gleic^ groß merben. 

X §. 247. 

Aufgabe. 3u jlDci gegebenen ßinien bie mitttere ^ros: 
pottionate ju finben.. 

Ober: ®in gegebenes {ftec^tetf in ein Quabrat ju üertüanbeln. 

11* 
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Sifl. 161. 



P 



^Y 



a 



X — 



3)a bie mittlere 
ober fjdlbt (Se^ne 
löfungen mbglit^. 

etfleßonflru 
ßinien AB = MN 






x^tt'V 






./'t-'-^^l 




3um ©etreife 
244 an. 



(Begeben: 
MN, PQ. 

XY, fo ba^ MN:Xr = XY: PQ 

ober DXY=CI3MN .PQ. 

proportionale entweber Sangente (§. 242^ 244) 
(§. 243, 245) fein fann, fo fmb jtrei STuf^ 

ction. SMan trage bie beiben gegebenen geraten 
unb AC = PQ au6 einerfei fünfte A auf ein- 
anber ab, conflruire über ber größeren 
berfetben, AB, al9 iDurt^mejfer, einen 
§albfrei8; txxiijtt in bem fünfte C ein 
^erpenbifel CD, mel(^e8 biefen §albfrei8 
in Z> trifft, unb jie^e AD. m^bam ifi 
AD bie gefud^te mittlere proportionale 
ju AB unb AC. 

jie[;e man J?/>, unb tvmbt bie §§. 68 unb 




3tt)eite ßonflruction. SMan trage bie beiben gegebenen 

geraben Linien AB = MJ( unb -4C = P(? 
au6 einerlei fünfte A naij üerft^iebenen 
(Seiten auf einer geraben ginie ab, con= 
fhuire über CB, af8 3)ur(^meffer, einen 
^afbtreiö, unb erriete in bem fünfte 
A ein ^erpenbifel AD, welches biefen 
§atbfrei§ in D trifft. Sfföbann ifl AD 
bie gefut^te *mittlere proportionale ju AB unb AC. 

3um aSemeife jie^e man BD unb CZ>, unb wenbe bie §§. 68 
unb 245 an. 

;2fnmerfung. S)ie ?fufgabe: Sin gegebenes Slec^tedE in ein 
Cluabrat ju öerttanbeln , ifl fc^ou im §. 129 $ur Sfuflöfung ge^ 
fommen, unb ea ifl ni^t ft^tter ju erfennen, ba^ bie [;ier gegebene 
©rfle (EonPruction mit ber obigen Sfuflöfung bicfer STufgabe im 
Söefenttiti^en jufammenfättt. 



Siebenter Slbft^niU. 165 

SBenii bie bcibeii gegebenen ßinien in 3af;fen gegeben fmb 
(§. 197), fo finbet man i^re mittlere proportionale bur^ 9lec^nung 
nac^ 2fritl;m. §. 153. "^mn fefet man' Jfi^=a, PQ = h, unb 
bie Unbefannte XY=x, fo mirb 

unb ioxaxx^ 

X)er Dorflef;enbe ^aragrapf} löft bemnat^ auf boppefte SBeife bie 
Sfufgabe, eine Quabratmurjer geometrife^ barjufteffen. Sfntoenbungen' 
[;iert)on finbet man in btn §§. 191 unb 193 ber ?frit^metif. 

§. 248. 

6rf rärung. ©ine Sinie ^eif t na^fletiger^ropor:^ 
tion get^citt, ipenn ber größere Slbf^wttberfetbentnttttere 
proportionale jn^if^en ber ganjen Sinie unb bem fteineren 
Sfbfc^nitte ifl. 

Ober: 28enn ba^ SOmabrat über bem größeren Sfbft^nitte gteicE; 
bem ^tijttd auö ber ganjeu Sinie unb bem ffeineren Sfbfcf)nitte iff. 

Diefe 3!f;eilung, meiere fid) f^on bei SuflibeS finbet, n^urbe im 
SDIittelalter mit befonberer SBortiebe itf)anbtlt, mo man jie bie 
Sectio aürea ober bm gülbenen <Bi)nitt nannte. 

STnmerfung. 3eifing ^at ba§ SBerbienfJ, juerfl nad^gemiefen 
ju baben, ba^ ber gülbene ©c^nitt eine ©runbregel ber 9fefl[;etif 
bilbet unb ber mannigfaltigften ?fnmenbungen im ©ebiete ber 
fc^önen Äünfle fä^ig ijl. S)er menft^Iic^e Äörper erfd^eint nac^ 
fetiger Proportion get^eilt (j. S3. bie ganje Sänge be8 Äbrperö 
ttiirb burd) bie Saille nac^ biefem (Sefefee get^eift u. f. tv.), unb 
bie Itleibung fä^rt nad^ bemfelben ®efefee fort ju t^eilen, menn 
i^re fBer^ältniffe auf ba^ ^xäbkat „f^ön" Sfnfprud) matten fotten. 
3n ber Sfrdjitectur, in bem S5au ber SJlöbefn, ber 2Jlonumente ac. 
Berufen alle fc^önen SSer^ältniffe auf ber S^eifung nadf; fletiger 
Proportion. 35aö SSüc^erformat ma^t bem STuge einen gefälligen 
6inbru(f, toenn bie Sreite an^ ber Sänge bur^ S^eilung nad^ 
fJetiger Proportion abgeleitet werben fann. Die §5^en ber großen 
unb Reinen 95u^flaben ber Drudffc^rift jle^en in bem SSer^ältnifle 
bei gülbenen ©d^nittS. — Diefe 95eifpiele faffen fid^ fei^t uer^ 
mehren (f. S^eue Se^re tjon ben Proportionen bea menf(^Iit^en 
ÄörperS oon 2f. aeiftng, Seipjig 1854). 
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§. 249. 

ßel^rfa^. SGBenn eine ßinie na6) fletiger Proportion ge^ 
t^eitt ifl, unb man btn Heineren ?(bf(i^nitt berfelben auf 
&em gr&feren abträgt, fo tt?ir5 ber tefetere gteiti^fatlfl na^ 
fletiger Proportion get^eitt. 







$Boraitdfe|un9: 


gig. 164. 




AD:AC—AC: CD 


i-4— 


— D 


AE — CD. 

golgerung: 
AC:AE = AE: EC. 



©etoeiö. ?fu9 bcr Proportion 

ÄD:AC = AC: CD 

folgt nacfc §. 150 (10) bcr 9fritfimctif 

{AD — AC):AC = {AC — CD) : CD. 

Sfber in fjolge ber SBorauöfefeung ifl 

AD-'AC = AE, AC--CD = EC, CD = AE, 

unb burc^ bie ©ubflitution biefcr 5öertl)e t»ermanbelt fic^ bie 
üorige Proportion in 

AE:AC = EC: AE 

ober burd) SSertaufc^ung ber äußeren ©lieber mit ben inneren 

AC : AE = AE: EC, 

to. }. i. to. 

Sfnmerfung. SJlan fann anäj nmgefeljrt fagen: SBenn eine 
nai) fletiger Proportion get^eilte ginie um i^ren größeren ?fbfc^hitt 
verlängert mirb, fo entfle[;t mieber eine uai) fletiger Proportion 
get^eifte ßinie. S9 laffen {\äj bemnac^ an^ einer gegebenen nac^ 
fletiger Proportion get^eiften ßinie unjä^ilige anbcre Linien Don 
berfelben S3ef^affen^eit abfeiten, fotro^I burd^ Sfbtragen beö 
Heineren Sfbfc^nittS auf bem größeren, al8 aud^ burt^ SBerfängem 
um btn größeren Sfbfc^nitt. 

X §. 250. 

^ufgaBr. (?ine gegebene gerabe ßinie naä) fletiger 
Proportion ju t^eifen. 



eifbentrr 9if>\^mtt. 
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Sig. 165. Ergeben: 

jr ginie AB. 

^unft X, fü ba^ AB:AX=AX: XB. 

S)a bic mittlere proportionale entmebcr Tangente (§. 242) ober 
f)alit ©e^ne (§. 243) fein tann, fo fmb jtrei 9fuflöfungen möglit^. 

6rpe (Sonfirnction. fSlan errichte in einem gnbpunfte J? 
gig. 166. 5er gegebenen 8inie AB ein ^erpenbitel 

BC=\AB, conffruire aw^ C al8 Sölittet 
punft mit CB al§ §albmeffer einen ÄreiS, 
f(^neibe biefen ^rei8 au8 A bur^ bie 
©ecante -41), unb trage AE au8 -4 anf 
li" 3 ber gegebenen ginie AB ab, bis F. Srt8^ 

i^ann ifi F ber gefüllte ^^eifpnnft, ober ea ifl 

AB: AF=AF:FB. 

©etoeiS. ^ad) §. 242 ifl 

AD:AB:=:AB: AE 

cber and^, ba naäj ber Sonflrnction AB = ED \\f, 

AD: ED — ED: AE, 

b. l). bie Sinie AD ifl im ^^nntte E naij fletiger Proportion ge^ 
t^eift nnb bie ßinie AB ifl bem größeren Sfbft^nitte berfelben gleit^. 
SEBenn man alfo AE anf AB abträgt, fo muß nac^ bem vorigen 
^aragrap^ anä) AB nadj fletiger Proportion getbeift werben, 
to. }. b. tu. 

SOlan errichte in einem ©nbpunfte 
B ber gegebenen Sinie AB ein 



3weite ßonffrnction. 

gifl. 167. 



^crpenbifel ^C = ill?, üerbinbe 
C mit ber 2Jtitte D Don ^» 
burc^ bie gerabe ßinie CD, con^ 
flrnire auQ D al9 SMittelpunft 
mit DC als ^afbmeffer einen 
Kreisbogen, loett^er bie 83er« 
(ängerung oon AB in E f^nei* 

brt, unb tra^e i4JB auö A auf ber gegebenen ßinie AB ab, bis F. 

Snabann ifl F ber gefugte 3;r;eirpunft, ober e8 if! 

i^5 : ilF = ilF : FB. 
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33 e weis, ajtan DoCcnbc 6cn §albfrei6 bi§ G. mad) §. 243 ijl 

EB:BC = BC:BG 
ober aucb, ba nat^ ber Sonfhuction BC = AB unb BG=^ AE ijt, 

EB:AB = AB: AE, 
b. ^. bic ßinic -Efi ifl im fünfte A naij flctiger Proportion getf;cilt 
unb bie ßinie AB ifl bcr größere Sfbfc^nitt berfclbcn. SBcnn man 
al\o AE auf AB abträgt, fo muß nadf; bem vorigen ^aragrap^ 
au^ AB nai) ftetigcr Proportion gct^eift werben, w. j. b. m. 

Sfnmerfung 1. Die üorfle^enben beiben Eonflructionen Töfen 
jugleit^ bieSfufgabe: gine gegebene gerabeSinie fo ju verlängern, 
baj^ fie ber größere Sfbf^nitt ber na^ ftetiger Proportion get^eilten 
neuen Sinie wirb. 3n beiben Siguren ifl AE bie gefudjte SSers^ 
längerung uon AB, unb ber ^unft F fällt filr biefen 3tt)edF aU 
unnöt^ig l^inweg. 

?fnmertung 2. 28enn bie gegebene gerabe ginie bnxij eine 

3cif)l gegeben ifJ, fo läßt fit^ bie S^eilung nadf; fJetiger Proportion 

auc^ burd^ Sftec^nung ausführen. ®8 fei gegeben AB = a, unb 

ber gefuc^te größere Sfbft^nitt AX = x. Sllöbann muß bie ^ros^ 

Portion flattjinben 

a : X =s X : (a — a?), 

woraus nadf; Sfrit^metif 259 folgt 

Da aber x nid)t negatiü werben barf, fo muß tjon bem boppeften 
SBorjeic^en nur ba6 obere beibehalten werben, unb man l^at al\o 

^ = i(K5"-l). (1) 

SBenn, wie in 9fnm. 1 bie Sfufgabe gegeben ifJ, eine gegebene 

gerabe ßinie a fo ju verlängern, ba^ jte ber größere Sfbfc^nitt ber 

nat^ fJetiger Proportion get^eitten neuen ßinie x wirb, fo muß bie 

Proportion flattpnben 

X : a = a : (x — a), 
woraus folgt 

x = ±(i+V^ (2) 

Sfuf 5 Decimalflellen ift 

^ {W— 1) = 0,61803 mb i (1 + K5y= 1,61803. 
Die SBert^e von x in (1) unb (2) fmb irrational, nnb mithin 
tann bie S^eifung nac^ jtetiger Proportion burd^ ganje 3a^Ien 
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unb S3tüd)e nii)t mit öofffomniencr ©c^ärfe auögcfüfjrt werben. 
SBitt man eine angenäfjerte Sfuflöfung, fo bifbe man bie folgenbe 
Steige Don 3a^Ien, in weither jebe gfeic^ ber @umme ber beiben 
üor^erge^enben ifl: 

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 

3n biefer Steige fleffen jebe brei auf einanber fofgenbe 3a^(en 
(j. 93. 5, 8, 13) angenä[;ert bie S^^eifung einer Sinie nac^ fletiger 
Proportion bar, unb jtüar mit befto größerer 9fnnä[)erung , je 
weiter biefe äaljfen üom Sfnfange ber Sfteifje entfernt fmb. 35er 
83eweiS, welcher auf ber S^eorie ber Äettenbrtt^e beruhet, fann 
l^ier nid)t gegeben werben (f. SfnaltifiS §. 125). 



§. 251. 

Sel^rfa^. SBenn man bie (Seite eines regetmäf igen 3c^n:: 
erfö auf bem §atbmeffer beö bem 3t^md umfc^riebencn 
Äreifeö abträgt, fo tt?irb biefer §atbmejfer na^ fletiger 
Proportion get^citt, unb bie@eite beö äe^nerfö ifl ber größere 
«Cbf^nitt beöfetben. 




aSoraudfr^ung: 

AB ©eite eineö regclm. 3et)ne(f8, 
AM §albm. b. umf^rieb. Ä^reifeö, 

golgerung: 
AM : AB = AB: (AM — AB). 



93ett>ei9. ^aij ber SSorauSfefeung ift ^ AMB = 3ßo xmb 
mithin ^ MAB == ^ MBA = 72^ SBenn man ferner ^ MBA 
bnxi) ,bie Sinie BL in jWei gleiche Steile t^eift, fo wirb ^ ABL = 
^ MBL = 360 „„5 2 ^^ = 72«, folgfid^ 

1) A^^^ gleit^fc^enterig, b. i. AB = LB 

2) A ^^L glei*fc^entelig, b. i. LJ? = LM. 

iDarauö folgt 

AB = LM 
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b. f). c8 ifl burdj t)iefe (Sonfhruction bie ©cite AB auf bem ^aI6=s 

meffer AM üon if au$ bis L abgetragen. 

gerner if! nat^ §.212 

AL:LM = AB: BM, 

folglid^ axxilf lüenn man l;ierm bie SBert^e AB = LM unb BM = AM 

fubfHhiirt, 

AL:LM = LM: AM, 

b. 1^. ber ^albmeffer AM tvixb im fünfte L naij fletiger Proportion 
gett;eilt. 

©ubftitiiirt man in ber legten Proportion bie SBert^e LM = AB 
unb AL ==^ AM — AB, unb lieft bie Proportion in umgefe^rter 
Drbnung ber ©lieber, fo ert;ält man 

AM: AB = AB: {AM — AB), 
tt). j. b. tt). 

§. 252. 

^ SIufgaBe. 3n einen gegetenen itreiö ein regetmäfigeS 
äe^nerf ju conjlruiren. 




©egeben: 

AM ala ^albmeffer. 

©ffuc^t: 

-45 al8 ©eite bt8 eingefc^riebenen 
regefmäpigen 3ebnedf8. 



ßonfiruction. ^an t^eile nac^ §. 250 bzn gegebenen ^afb^ 
meflfcr AM naä) fletiger Proportion. Der größere Sfbfc^nitt beSfelben 
mirb \\ä) als @e[;ne je^nmat im Äreife abtragen laffen. 

CDer 83 e tt) e i 6 folgt an^ bem vorigen ^ariigrapf;. 



§. 252 a. 

3ufa^. 3cbem Äreife fann bur^ geometrif^e ©onflructton 
ein regetmäftgeö günfecE, 3e^necE, 3h)anjtgecE k. fowo^t 
einge[(^rleben aU umft^rieben iverben. 



eirbfitter «bfc^nttt. 171 

T>a^ eingcfdöriebene rcgclmäpige Sünfcrf cntffc^t au9 bcm 3et;nei, 
inbctn man in bcm festeren einen nm ben anbeten (grfpunft n^eg^ 
lä^t unb bie flbrigbfeibenben (grfpunfte burt^ (Seiten üerbinbet. 
3)ie übrigen' regelmäßigen ^oftigone ergeben ft^ anf biefelbe SBeife 
ttjie im §. 193. 

Sfnmerfung. SBenn bie Sfufgabe vorgelegt lüäre: Über einer 
gegebenen Seite AB ein regelmäßiges 3e^nedf jn conjlruiren, fo 
vonxbt man nat^ bem in ber Sfnmerfung 1 ju §. 250 angejeigten 
SSerfabren ben §albmejfer AM, unb barauö btn SJlittelpnnft M 
beö umfd|riebenen ÄreifeS ju fu^en I;aben. 

SBenn ferner über einer gegebenen ©eite AB ein regelmäßiges 
Sünfetf JU confhuiren ifi, fo bilbe man ebenfo baB 35reiedf ABM, 
nnb ne^me bm ^unft M al8 britten ©dfpunft beS SünfedfS, ju 
tt)eld)em ber t?ierte unb fünfte fobann leicht in bem bem iDreiedf 
ABM umf^riebenen Greife gefunben werben fönnen. 2)enn ba ^ier 
^AMB = 36^ ^eripr;eriemintel n?irb, fo if! AB ©e^ne eines 
(FentriminfelS tton 72o, mithin ©eite beS eingefc^riebenen reget 
mäßigen SünfedfS. 

Drr nrrjfingte ^af^ftab. 
§. 253, 

ättfgaBe. ©inen t^erjüngten SJlafftab ju jei^nen. 

Sfuflöfung. (Sin t»eriüngter 2Jlaßflab, welcher auf bem 3eic^en:^ 
papieri jum ajtejfen non Sängen gebrauti^t mirb, ^at im einfat^flen 
grffT bie folgenbe Oeflalt. 

»ig. 169. 

JO S 10 JiQ MO Jif.0 so 

{rrntTTf^l i I ! j 1 

B c A 

9ffS 8ängen5®inl;eit wirb Ijier gemö^nfi(^ eine Stütze (®) ober ein 
gJleterC"), feltener ein Suß (') ober ein 3oII (") üerjlanben. 

SBia man auf biefem SWaßfiabe 5. 35. eine ßänge üon 27» in 
btn 3ir!el fajfen, fo jlette man bie eine 3irWfpifee in 20 {Ä) unb 
feie anbere in 7 (ß). SflSbann ifl .4(7=200 unb CB=^1'', folg^ 
lid^ bie jmifc^en ben beiben 3itfelfpifeen enthaltene Sänge i4ß = 27^ 

S)iefer üerjüngte SJlaßftab genügt in ber Siegel ni^t, weit et 
feine Unterabtl^eifungen ber ßinl^eit entbäft. 3Jlan ^at beS^alb 



t)ie beifceti fDigeiibeu Eiiirii^tungtn nuSötfcai^t, Keldje Untera6t^ei= 
luiiflni bcr ©iiitjeit liefern, otjue bieff ßiii^tit fetfefl unmittelbar iti 
gleite Steile ju jerlegeii. 

1} Der a;ttiii8terrttl = 2)tii&ftfl6. 
^liefet SHa^paö jetffät jebe 0tiit6e in 10 gleidje ^Ijtire oöet 
Su^ (a)ecimalfu$). ©eine eiiirit^tung ifi auS ^g. 170 lei^t ju 
etfennen. 3u 6er einfarfjeii Siiiie, itelctit in Sig. 169 bargefhCt 
ifl, {Inb ^ier 10 ^oroMen in unter fid) gleidjen, übrigens beliebig 
großen 9r6|lflnben fleiogen morben; tiefe ^arnllefEn tcetben Bon 
fcen sperpenbüern — 0, 10 — 10, 20 — 20 ic. nnb auferbem 
Don fcen Sraneuerfalen 0—1, 1—2, 2 — 3 ic. bur^ft^nitten. 



^ 
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SKiH man auf biefem SOiaßjldbt j. SS. eine Sänge bon 27° G' 
in ben ^irtel f äffen, fo fleHe man in ber 6ten ^nraHele bie eint 
3irWfpi^e in fcaS sperpeubifef 20 — 20 (A) unb bie anbete in bie 
Sroneotrfiite 7—8 (fi). Snabann ifl AC = 20", 08 = 7" unb 
CD = 6' (nai) §. 210), fofglicf) bie jniifc^en ben beiben SitttU 
fjjifeen enthaltene Säufle ^ß = 27°6'. 

Um ba9 erhaltene StRaf unb jugleid) bie ®üte be8 SJtaßflabeB 
jii prüfen, bemetfe man fti^ auf bem aJIafjlabe baS SDoppelte ber 
0(fud)ten Sänge, b. i. 55' 2', worauf bie gefiinbene Bitfeiöffnung 
genau jroeimnt muß abgetragen roerben fönnen. 

2) I)er 3toHiu8 ober SSetniet. 
3)iefet Sflagfiaö jettegf gleiiijfaCä jebe Stutze in 10 gleiche Sprite . 
ober Wu^. 3tt bem ®nbe fjat man eine Sänge Don 9 gintieiten 
beS aJtagflabeS in 10 gleiiiie 3;^eile get^eilt, uiib biefe 10 Steile 
auf einem ©i^ieber aOgetragen, meli^er längs bem 2Jlaß|la6e beliebig 
Derfi^oben toetben (ann. Xiiefer ©triebet ift in Sig. 171 jKeimal 
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^ejei^nct, in Ä unb B. 3cber %\)t\\ bea ©(^ieberö enthält yV 
€in^eitcn beS ajlcigflabeö. 

gig. 171. 

o z 'h 6 f 10 2 ^ e n 10 



IMilH I 



i'lVl'[M'M)ll. l|IM,llllllM'i'l'|'lMV[Vi||-] 



SBiff man auf biefem SMa^ftabc j. 58. eine Sänge Don 27® 4' 
f äffen, fo bringe man btn 31oniu§ (b. ^. ben ©Riebet) üon A 
t\a6) B in eine foldje Sage, baß ber ^unft beö 5ytoniu6 jhjifc^en 
27 unb 28 beö SDlaßflabcS, unb jugleid) ber S^eilfhicfe 4 be6 
9loniu6 mit einem S^eilfhic^ (^ier 31) beö 9Jlapjlabe8 iufammen== 
fäCt. Sriabann ifl Xi? = 27« 4'. 

Sf nm er f u n g. 35er Sran§DerfaUaJlaßflab ijl feit bem berühmten 
STjhonomen St;(^o be S3ra^e im Oebraud^, tt}e[d)er i^n im 3a^re 
1573 ju Seipjig, tüo er flubirte, Don feinem ße^rer fennen lernte. 
35er@rfinber ifl nid^t befannt, in15ranfreid^ nennt man ala folt^en 
ben SDlat^ematifer !De8argue8, ber Jebo^ fpäter lebte. 

®er 9toniu6 rti^rt in feiner erjlen 3bee Don Sftunej, tat. 9floniu8 
l^er, melier 1577 al6 ^rofejfor ju goimbra flarb unb burc^ 
mat^ematif^e unb afhonomif(^e ©d^riften fxdj einen S^tamen gemacht 
l^at. (Seine l^eutige (ginridjtung mit bem bemeglic^en (Schieber 
Derbanft man aber einer Weinen ©^rift bt^ fonfl nid^t weiter 
tetannten SBernier, mel^e 1631 ju SSrüjfel erfc^ien. 

!5)er 5ytoniu8 wirb DorjugSweife ju ben ÄreiStJ^eifungen ber 
"SBinfekSnfhrumente gebrandet, wo ber 3^ran§t?erfaU2Jtaßffab nic^t 
^nwenbbar ifl. 






§. 254. 

©rfräruttg. ©ine %l&ä)t meffen ^eift: SDie ^niafjl Don 
^n^eiten unb Sl^cUen ber ®in^eit angeben, ml6)t gefegt 
werben muß, um eine ber erfien gleid^e Städte iperDorjubringen. 
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Sffö ©In^eit btx Städ^ cnmcff ung wxxb ein Cluabrat angc^ 
nommcn, beffcn @citc ßtc^ bcr gegebenen ßängen^gin^cit i^. 

(So mi^t man bie glätten mit Cluabratrut^e , Cluabratfuß, 
Clnabratmeter 2C., tüo bießcingen mit 9lutbe, Su^, ajteter 2c. gemcjfen 
trerbeu. 3ebe biefer gfät^eiuginljeiten ifJ ein SHuabrat^ be^tn 
©eite eine Sftnt^e, einen gnß ober ein a)Mer beträgt. 

SJlanf^reibtnuabratrut^eG", Cluabratfuf D', CluabratmeterD"*. 

®ie SMefung einer Stäche ijat man [xd) immer fo ju benfen^ 
ba^ bie gegebene Sfä^cn^Sin^eit anf ber ju mejfenben ffläd^e 
abgetragen mirb, fo oft e9 angebt, unb baQ Slefnftat biefeS Sf6:= 
tragend bnrdf; eine 3cif)l auagebrütft n^irb. 35iefe unmittelbare 
ajtefung ifl aber faft niemals auSfüCjrbari t)ielme6r ifl ber Stotd 
ber I;ier folgenben ©ä^e ba^in gerichtet, ben Snljalt einer ju 
meffenben Slädje burt^ Ste^nung au8 gemefenen ßinien ai:^ 
juleiten. Die ajtefung Don Sinien bifbet bcmnadf; jeberjeit bie 
S5orau8fe^ung ju ber 3nl;alt8berec^nung einer Sigur. 

V 

Uerliältnilfe unter JFlädien. 
§. 255. 

ßel^rfo^. 5)ie Stäben jipeier g3araffe(ogramnie t?on gleid^en 
©runbltnten uer^atten jid^ ju einanber tvit \f)xt §ö^en. 

Sig. 172. 



J>r^ ,(; 




- a 



93oraudfe|ung: 
AB = EF. 

gorgerung: 
ABCD : EFGH = IK : LM. 



SSetüeiS. Um ba6 SSerpItni^ IK:LM ber beiben §ö^en 
barjuflellen , muß man nac^ §. 200 biefe beiben §0^en burd^ 
einerlei 9Jtaß meffen. (ga feien nun 1) bie §öt;en IK unb LM 
commenfurabcl. Wläbann läßt fic^ waij §. 199 ein gemeinft^aft^ 
Ii(i)ea SJtaß angeben, tt)eld^e8 auf IK unb LM genau abgetragen 
werben fann. 3ft j. 95. IN =^10 biefea gemeinf^aftlic^e 3Jtaß, 
unb ift baSfelbc n mal in IK (in ber ?5igur 5 mal) unb r maf in 
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LM (in btx giflur 3 mal) entsaften, fo fjat man nac^ §. 200 

IK:LM = n: r. (l) 

3itf)t man ferner burc^ alle Sfjeifpuntte ber §b[jen IK unb Lif 
^arallefen ju ben ©runbünien -45 unb EF ber Parallelogramme, 
fo wirb jebeS biefer ^araffefogramme in eben fo t)iel fleinere 
^arattelogramme jerlegt, wie feine $ö^e Steile enthält. Ueberbiea 
pnb, nai) §. 115, nid)t nur bk fo entjlanbenen Streife eineö itbtn 
^aralfetogramma unter f«^, fonbern anij jeber S^eil beö einen 
mit iebem S^^eil be6 anbern ^araffetogramma, gleicE; gro^. 2Jlan 
fann mithin ba^ Parallelogramm ABPQ = EFRS wie ein gemein^ 
f^aftfidjea SJla^ ber beiben ^araffefogramme ABCD unb EFGH 
anfe^en, welc^ea n mal in ABCD unb r mal in EFGH entfjaften 
ijt. ?nfo i)at man, mit Sfnwenbung bea §. 200 auf Sfädjen, 

ABCD : EFGH = n:r. (2) 

Sfua btn ©feic^ungen (1) unb (2) enbüd^ folgt 

ABCD : EFGH = IK : LM, 

w. j« 6« w* 

(ga feien 2) bie §ö[;en /iC unb Lilf incommenfurabel. §ffabann 
wirb jebea 2Jla^ üon IK, welc^ea man angeben mag, nic^t genau 
in LM abgetragen werben fönnen, fonbern ea wirb ^ier ein JRefl 
bleiben, wetd^er ffeiner ala baa angenommene 3Jlaß ifi. SBenn 
man biefen 9lefl ni(^t beri'ufft^tigt, fo geften wieber bie Dorigen 
©(^(üffe. J)a man ea aber in feiner ©ewalt l^at, baa wifffürlic^e 
2Jla^ unb fofgKd^ au^ biefen 9lefl fo Kein werben ju lajfen, wie 
man will, fo gilt §ier wieber tjofffommen genau bie oorige ^ro^ 
Portion. 

§. 256. 

ßel^rfo^. ^u^iix^tn jweter^aratlelogramnie t?on gießen 
$ö$cn t?er^atten fl^ ju etnanber wie i^rc ©runblinicn. 

JtÖ. 173. 

M/ M 

\l / 1 / / '■• golfletung: 

■^ k I -JB ^O^'"^ ^^CJ> •■ EFGH = AB : EF. 
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3)cr 83 e tt) e i tann, naäi Sfnleitung ber ^igur, ganj nai) btm 
SSorbilbe be0 t)origen SSctücifcö flefü^rt treiben. 



§. 257. 

ßel^rfa^. !5)ie Stächen Jeber jwei ^araffetogramme öer^ 
l^atten fl^ ju einanber tt?ie bic ^robucte bcr Qa^Un, 
wet^e bie SSer^ättniffc ber ©runblinien unb ber ^ö^en 
auSbrütfen. 



.7 1 ]^ 




a &' 




JV R 



AB:EF=sg :g 
IK:LM = h:h\ 



golfleruttg: 
ABCD:EFGH=gh:gh\ 



SSetreiö. SJlan conflruire ein britteö ^arattelogramm^ AY>Pö, 
beffen ©runblinie NO = EF mb bejfen §br;e ÄS = IK ifl. Slla^ 
bann ^at man na^ btn beiben öorI;erge^enben ße^rfäfeen - 

^CD : iVOf (? = ÄB:NO 

NOPQ : EFGH = RS : LM, 
mithin awi) 

ABCD : NOPQ =g:g 

NOPQ : EFGH = h:K 

xvxb wenn man I;ierauf ben @afe §. 150 4) bcr Sfritf;metif nn- 
wenbet, fo folgt 

ABCD : EFGH = gh : gh\ 
to, }. b. tr. 

aSeifpiel. SBenn bie ©runblinien jtüeier ^araffefogramme in 
bem S8erl)ältni^ 2 : 7 unb bie §öl^en berfelben in bem SBerl^ältni^ 
3:4 fielen, fo l?err;alten fxd) \f)xt gläd^en wie 6 : 28, b. i. wie 
3 : 14, ober baö jweite ^araffelogramm ifl ba^ 4|-fa(^e beö erflen. 

SfuS biefem ©a|e fbnnen bie Se^rfäfee §. 215 unb 216 neu 
fccwiefen werben. 



§. 258. 
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3iifa^. ®tc Stäben \tbtx jtt)cl SDreietfe t?er^attcn fl^ 
ju einanber tt?ie bic ^obuctc bcr 3fl^ten, ml^t bit SSet:: 
lättniffe 6er ©tunbtinicn unb ber §8^en auöbriitfcn. 

a)enn 35reicdEc föimen immer mie bie ^älften üon Parallelogramm 
jnen angefel^en irerben, ireldie mit i^nen gleid^e ®runblinien unb 
flleiti^e §ö^en Traben. 



§. 258 a. 

Sel^rfa^. SDle Stäben Jeber jWei ^arattetogramme ober 
SDrcierfe, h?et^c einen gteid^en SBinfet ipal&en, ber^atten fld^ 
ipie bie ^robucte ber 3(^^Un^ miä)t bie Serl^ättniffe ber 
liefen SÖinfel einf^ttefenben ©eiten anöbrürfen. 



D 




gi0. 174« 
C 


1. 
5 


G 


aSoraw6fe|ung: 


/ 




/ 


1 i 


^ BAD — Z, PEH 
AB :EF=a:a 


/ 


' / 




/ 


AD.EH — b: b'. 

golgetung: 


L J 


r 


B 


E 1 


C 


F 


ABCB : EFGH — ab : ab'. 



SelDcia. aJlan fätte bie ^erpenbifel DI unb HK. 55ann Ijat 
man 

A ^W CV) A ^^Ä- nac^ §. 220 
imb barau9 

^P : EH = /Z> : KH^ 

mithin, in Solge ber S3orau8fe^ung, 

ID:KH=b:b'. 

S)a r;iermit bie 83orau8fcfeungen beS §. 257 crfüfft fmb, fo 
folgt 

ABCD : EFGH = ab : äb\ , 
tv. j. b. lü. 

S)er l^ier für ^arallefogramme gefütjrte SSeireiS f ann unmittelbar 
^uf 35rciedfe übertragen merben. 

SBittpein'fl efcnu^at^ematif. I. ©b. 2. SfDtOCj. 12 
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§. 259. 

Se|rfa^. S)ie fSflä^cn ä^nti^er SDreiedPe ober ^ol^;flone 
ijer^attcn fx6) ju einander tvit bu Cluabratc 6er Sagten, 
tpet^e ba& SSer^ättni^ i^rer gleit^Iieflenben (Seiten auöbrürfen. 

ABC (X> BEF 
AB :DE=zm: m. 

Jolflfrung: 
ABC : DEF = m» : m". 

SScmciö. 1) 35ic gegebenen ä[}n(i(^en t?iguren feien SDreiedfe^ 
ABC unb DEF, Sig. 175. SSermöge ber ^[;nli^feit biefer S)reU 
ecfe ifl 

AB : J)E = AC: BF, 

alfo aud^, in Solge ber SSorauöfej^img, 

AC : DF=m: m. 

55a l^iermit alle S3orau6fefeungen be8 tiorigen ^aragrapl^en erfüllt 
fuib, fo fofgt 

ABC:I)EF=m':m", 

m. j. b. m. 

2) 9Bcnn bie gegebenen ä^nlid)en Figuren ^ol^gone Don be^ 
liebiger ©eitenja^I fmb, fo fann man biefefben na^ §. 225 burd^ 
übereinpimmenb gejogene 5)iagonaIen in äl;nli^e 55reiedfe jerfegen 
unb auf jebee ^aar biefer ä^nli^en 3)reiedfe btn vorigen @(f)Iu^ 
anroenben, melti^er bemnac^ auc^ für i^re ©ummen, b. i. bie ^olt;:? 
gone, gültig ip, m. j. b. m. 

©eifpiel. ©efefet, man l^abe irgenb eine glätte, g. 33. bm 
©runbriß einer ©tabt ober eineS ßanfceS nac^ Derjüngtem SJlaf^ 
flabe gejei(f)net, fo ba^ 50 {ftutl^en biefcS aJla^pabeS bie Sänge 
Don 1 Xecimaljoff einnehmen. ^Tföbann Dcr^altcn jid| jebe jtt>ei 
gleic^Iicgenbe (Seiten ber gejeidjneten Stäche unb ber mirffit^en 
g[äd)e ju einanber tvk l" : 50° ober irie 1 : 5000, folglii^ Der^^ 
I;a[ten fi^ narf) bem Dorfle^enben ®afee bie Snbalte ber gejei^neten 
unb ber trirflicfjen Stäche ju einanber mie 1 : 25000000 ober mau 
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muß bic 3eic^nung 25000000mat an einanber legen, um eine ber 
tüirflic^en Stäche xnfjalt^Qkiijt Sigur ]^ert)orjubringen. 

•STnmerfung. ^ 35a alle Quabrate ä^nlic^e giguren fmb, fo 
üerl^atten fxij nai) biefem ©a^e auc^ bie Släri^en je jmeier Qua^ 
brate ju einanbcr tüie bie Quabrate ber 3a]^Icn, meldte ba^ SSers^ 
l^ältni^ i^ret gleic^Iiegenben Seiten auSbrüdfen. t^olglic^ fann 
man jiatt beö üorpe^enben 8el)rfafee8 auc^ fagen: 

- X)ie Släc^en ä^nlidier S)reiedfe ober ^ol^gone üerl^alten jic^ ju 
cinanber lüie bie g[äd)en ber Quabrate, meiere über gleic^Uegenben 
(Seiten berfelben conjiruirt merben fönncn. 

§. 260. 

3ufa^. ©teic^tiegenbc (Seiten ä^ntic^er Figuren i^erl^atten 
^ä) JU einanber toxt bie Quabratirurieln auö ben ^af)Un, 
tvdäjt baS aSer^ättniß ber Stätten biefer Sfiguren auSbrücf en. 

SBiH man j. 83. ein ^ol^gon jeicEinen, melc^eö einem gegebenen 
ä^nlit^ unb noij einmal fo groß al8 baffelbe iji, fo muffen jld^ 

bie gleid^Iiegenben (Seiten beiber mie 1 :K2 Der^alten. 3)ie ge:^ 
fud^ten ©eiten fann man nadj §. 247 (üergl. 9fritf;m. §. 191 Sfnm.) 
burdti Sonjiruction finben. 



3nl|alt5iiered|nung l^er 0erafeltnt0ett ft0ureti. 

§. 261. 

Se|rfa^. ®er Sn^att eines ^arattetogrammS tvxxb 
gcfunben, trenn man ©runbttnie unb §ö^e beöfetfeen, in 
3a^ten auSgebrücft, mit einanber mnttipticirt. 



AB = g 
EF=h. 

golgerung: 
J =z g .h, 

12 




J bebeutet Sn^alt. 
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a3cmei6. 68 fei GHIK baSjemgc Cluabrat, welches, ald 
S'(ät^en:=6inl;eit angefe^eu tcxxb. SflSfcann ifl bie Seite GH biefeS 
Quabrat6 biejenige Sängen s^ßin^eit, mit lüelt^er gemeffeu bit 
©ninblinie AB bie 3a^t jf unb bie §ö^e £F bie 3a\)l h liefert, 
ee ift alfo 

AB:GH = g: 1 
EF : G/T = Ä : 1, 
fotgBc^ mä) §. 257 

ABCD:GHIK = gh:l, 
b. i. ^ÄCP = jfA . GHIK, 

ober J = gh, 
tt?. j. 6. lü. 

SSeifpiet. ©in ^araffclogramm I;abc IT ©runbfinie unb 
9' ^ö^e. SffSbann ift fein 3nr;alt = 153 D'. 

Sfnmerfixng. 9Jtan bemeift biefen (Safe [;äufig rtel anfd^au^ 
lieber, wenn a\xä) n?cniger ftrcng, auf folgenbc SEBeife. 

3Jlan bcnfe fnf) für ba^ [;ier gegebene Parallelogramm ein 

Slec^tecE con gleid^er ©runblinie unb gleidier ^öl^e an bie ©teile 

gefefet, mel^eö nad^ §. 115 benfelben 3nr;alt r;at. 3n biefem 

5ig. 177. 9ted)tecE ABCD, ?5ig. 177, fann man bie 

gegebene ??Iäc^en:=ginl^eit GHIK junäd^fl 
längö ber ©runblinie AB fo üiet mal 
abtragen, ttit bie 8ängen==®ini^eit in 
biefer ©runblinie enthalten ifl, b. i. g 
. mal (in ber Sigur 5 mal). 35ie fo er:= 

^ ^ ^ ^altene Cluabraten^ Steige ABEF tarn 
man ferner in bem 9tec^tecfe ABCD fo t?iel mal über einanber ob:: 
tragen, mie bie 8ängen:=gin^eit in ber §öl;e beS 0led^tecfS enthalten 
ijl, b. i. h mal (in ber Sngur 4 mal). Solglic^ enthält ba^ Stec^teef 
ABCD bie f?fäc^en=:(gin^eit GHIK fo üiel mal in ftd^, n^ic baQ 
^robuct gh aujeigt^ ober ea ifi J = gh, \v. j. b. tv. 



D 






I > I 

' '-^^— B^^H^ taWMMi H^MaM 

TTTTT 



^tf 



§. 262. 

3nH. ®er Snl^att cinee Ciua&rate ifl gteic^ bm 
Ciuabrat ober i>er jtüeiten ^otenj feiner (Seite. 
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Ober tüeim a bie (Seitenlange eineö Clnabratö, bnxi) eine Sa^i 
aii&Qtbxüit, bebentet, fo ip 

J=aK 

3)at;er fc^reibt fn^ ber gemeinfi^aftlit^e ©ebrauc^ bc6 SSBortS 
Süuabrat in ber Sfritl;metif unb ber ©eometrie. 

2Jtan fann ^ierauS ferner fd^Iie^en : SBenn mie bei bem Decimals: 
maß r = 10' unb 1' = 10" ifl, fo muß in' = 100Q unb 
1 D' = 100 D" fein. Sbenfo, ttienn tt)ie bei bem l^annoüerfd^en 
SBerfmaß l'* = 16' unb 1' = 12" ifl, fo muß 1 D' = 256 D' 
unb 1 n = 144 D" fein. 

§. 263. 

Se|rfa^. ®er Sn^att eines ®reierf6 irirb flefunben, 
tt)cnn man ©runbtinic unb §ö^e bcSfetben mit einanber 
ntuttipticirt unb baö ^robuct burd) 2 bit?ibirt. 

Sifl. 178. 

SSorautfr^ung: 

AB = g 

CD = h. 

golgeruttfl: 
^"""2- 

SSemeiö. Sin 'Parallelogramm t)on ber ©runbfinie g unb ber 
^öf)t h f)at mä) §. 261 ben Sn^alt gh. 

®a@ J)reiedf ifl aber bie ^älfte eines ^araffelogrammö üon 
glei(^er ©runfclinie unb §ö^e, fofgli^ l^at ba^ gegebene 35reiedf 
btn 2nf)alt 

r_9h 

tu. j. b. lü. 

©eifpief. 3)ie ©runblinie eineö S)reietf0 betrage 94' 7' 2" unb 
bie §ö§e 36' 3' 9" 35ecimalmaß. SJluItipIicirt man 94,72 . 36,39 
unb biüibirt baS ^robuct burc^ 2, fo erhält man 1723,4304. 
gofglic^ i|t ber gefuc^te 3nr;alt beS 3)reietf8 = 1723 D' 43 D' 
04 D". 
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Sfnmerfunö 1. 35ie ob'xQt ®Uii)\mQ fann man axii) [(^reiben 

J = g .Y ^^^^ •^ = i-'^ 

b. fj. btx Sn^alt beS 35rciedf8 tüirb nuc^ gefunben, inbem man bic 
Onmblinic mit btx §ä(fte bev §ö^e, ober inbcm man bie ^älfte 
ber ©runblinie mit bcr §ö§c multiplicirt. 

Sfnmcrfung 2. SBenn fcie brei (Seiten eines ©reiedfa in 
Saufen gegeben fmb, fo fann man barauS, inbem man eine ber=: 
felben lüie ©runblinie anfielt, bie §ö^e imb folgli^ au^ ben 
Sn^alt itxtdjmn mie folgt: 

1) 35a9 S)reiedf fei glei^feitig unb jebe Seite be8felben = a. 
Stimmt man eine beliebige Seite al9 ©runblinie unb nennt x bie 
jugel^örige §ö^e, fo ^at man au8 bem Obigen 

- ax 

•^ — "2- 

91un ifl x ^at^ete eines red^troinfeligen SreiedfS, beffen anbere 
^at^ete = y unb bejfen §l;potenufe = a ifl. golglii^ giebt ber 
Se^rfafe beS yt;t^agora8 (mit 9tütfftc^t auf §. 262) 

^ + -f = ö / 

ttiorau8 

3a* 



X 



X = 



4 

ö VT 



2 

©e^t man biefen SBert§ in bm vorigen Sfu8brucf für J, fo 
wirb ft^Iie^Iidi 



8 



VT 



•^^ i— (1) 

es fei j. 58. a = 10'. ®ann mitb bcr Sn^alt J = 43,30 □'. 

2) ®a8 ©rcicdf fei gtcid^f(^cnfelig, bie ©runbUnie beSferbeii 
= a unb jeber ber glcid^en «S^enfel = 6. Sflennt man a? bie 
^ö^e beS ©reiecES, fo ^at man wie üor^in 
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Sinn ifl X £at§cte cinc0 rec^ttrinfelig cn S)reiedf8, beffen anbcrc 
Äat^cte = y nnb beffen §^potcnufe = 6 ijl. fjolgli^ giebt bcr 
ße^rfafe beö ^l?t§agoraö 

n?orau9 

a?* = — 



a? = 



4 



2 

©efet man biefcn SBert^ in btn üorigen SfuSbrudf für J, fo 
wirb fc^Iic^Iidi 

J = ^£^iL^ (2) 

ober für bic 9let^nung bequemer 

j__ a}r(2b + a) (26-fl) ^^^ 

es fei j. 83. a = 10' nnb b = 12'. J)ann mirb 2 6 + a = 34', 
26 — a = 14', unb baxanB J= 54,54 0'. 

3) Sn9 S)reietf fei ungTeid^feitig, ?5ig. 178, unb bie (Seiten 
beefelbcn AB = a, AC = b, BC = c. 

Slimmt man AB = a al9 ©runblinie an 
unb fe|t bie jugef;örige $i?^e CD = x, 
fo ^at man wie oben 

®e^t man ferner AD = y, folgli^ BD = a -- y, fo wirb im 
tet^ttüinfeligen 55reiedfe ADC 

x'+f = V (a) 

unb im red^tminfeligen Sreiedfe BDC 

x'^a'^2ay^f = c\ (ß) 

35ie ©limination t)on a? au6 biefen beiben ©fei^ungen (a) unb 
{ß), burc^ ©ubtraction ber unteren ©lei^ung üoa ber oberen, 
fliebt bie neue ©leic^ung 

2ay — fl« = J* — c\ 




184 yCanimrtrir. 

mornud 

fl« -i. 6« — c» 
» ^a 

(Subjiituirt mnn tiefen SBertf; in fcie ©(ei^ung (a), fo erhält 
man 



+ (i±|i^- _ .., 



au8 welcher ©lei^una bie Unbefnnnte x bmd) folgenbe Sted^nung 
flefunbcn mirb: 



ava 



_ 2o6 + g^ + 6' — c^ 2g6 — a^ — 6^ + c' 
"2« * 2a 

_ (g + by ~- c» ^ c^ — (g — ^)' 
~ 2g ' 2g 

_ (g + 6 + c) (a + b — c) (c + g— 6) (g — g + 6) 
V(a + b + c) (g + ft-c) (c + g — 6) (c— g + i). 

0?= j^ 

®efet man bicfen SBerrt; in ben obigen 9fu8brudf für J, fo trirb 
fc^Iie^HcE) 

5)iefer SfuSbrndf läßt noc^ eine bequemere ©ejialt ju, menn man 
barin bie I;a(be Summe ber brei Seiten mit jeinem einfachen 5Bu^5= 
paben einpitjrt, näm(id) 

^■±*±f = .. (5) 

J)enn biefe ©lei^ung giebt 

unb menn man (jierüon bie ibentifd)en ©(eic^ungen 2c = 2c^ 
26 = 2 6, 2a = 2a fubtra^irt, fo fommt 

fl-f-6 — c = 2 (s — c) 
6 + ^ — a = 2 (s — g). 
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!j)ie ©iiifürjriutg biefcr t>ier SBcrttje in fcie ®(eici^ung (4) giebt 
tnblid) 

,_ VTs .2(s — a) .2(s — b) .2(s'^^^ 
J j / 

b. i. ccreinfa^t 

J= Vs (« - ö) C« — b) (s — c). (6) 

Xie in biefer tjormcl enttjaltcne bcmerfcn6tt)ertf;e Siegel für bie 
3n^alt86ereci^nung eineö X)reiedf8 au0 feinen brei ©eiten ijl f^on 
bm Snbern unb ben ©rieben befannt gemefen. X)ie e^ormel eignet 
jtc^ befonbera jnr logarit^mif^en Stec^nung. 

es fei j. ». a = 10', 6 = 12', c = 16'. S)ann mirb » = 19' 
unb baraue.J= 59,93 Q. 

SSenn man in (6) a = b = c ober nur 6=^(j fe|t, fo entfleljen 
tt)ieber bie «^ormefn (1) unb (2). 

§. 264. 

8e|rfa^. 5)er Sn^att eines SJrapej tt?irb gefunben, mxm 
man bie ©umrne ber Reiben paratteten (Seiten mit ber §ö^e 
multipttcirt unb bai ^robuct burd^ 2 bii^ibirt. 

gtg. 179. SSoraudfe^ung: 

n F C AB = a 

CD = b 
EF = h. 




golflerung: 

aSemeiS. ^aw jie^e eine 2:iagonaIe JC. SftncE; bem üorigen 
^aragrapl; ifl 

ADC = *4 

unb an^ ber 9(bbition biefer beiben ©leidjungen ertjäft man 

oA j^ bh 

"2 J" T 



oA ^ 
*' — ^ + ^ 



ober einfacher 



tp. j. b. to. 



j^(a + b).h 
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»cifpicl. ea fei a = 46° 9', 6 = 31° 5', Ä = 14M'. J)er 
Sn^alt tDixb = 564 D° 49 D'. 
Sfntncrfung 1. S)ic obige (Sleic^ung fann man mid^ fd^reiben 

b. ^. ber 3n§alt be0 ^rapej mirb ani) gefunben, inbem man bie 
©umme ber beiben paraMen (Seiten mit ber §älfte ber §ö^e, 
ober inbem man bie ^albe (Summe („baB arit^metifc^e SötitteF') 
ber beiben parallelen (Seiten mit ber §ö^e multiplicirt. 
Sfnmerfung 2. 3Bemi man unter ber SDlitte.IIinie beS 
8ig. 180. ^tapej eine Sinie GH = m üerjie^t, 

j> J^ C IT ^^^^^ ^'^ SUlitten G unb ^ ber ni^t 

^ parallelen (Seiten mit einanber Derbinbet, 
\(jb: fo fann man anc^ fagen: 3)er 3n§alt 
ig beS Srapej mirb gefunben, tüenn man bie 




B £ ^ 9Jtittelfinie mit ber §ö^e multiplicirtj' ober 

J = nt • A. 
Um bieS ju bereifen, üerföanbele man ha^ ^rapej ABCD in baö 
^arattcrogramm ÄlKB (§. 122). 3)ann ift 

m^ a — IB 
m = h + CK, 
woraus toegen IB = CK folgt 

2m = a -{- b 
a 4- b 

b. I;. bie 2JlitteIIinie beS Srapej ifi gleid^ bem arit^metifc^en 2Jlittel 
ber beiben parallelen ©eiten. 

(Sefet man a = b, fo gel^t baQ ^rapej in ein Parallelogramm 
über unb e8 mirb m^a. ®efet man 6 = 0, fo ge^t ba^ ^rapej 

in ein 55reicdf über unb^eö mirb m =y S)ie Sormcl J = m . ä 

gilt bcmna^ gleichmäßig für bie 3nl;alt8bere^nung üon ^araffelo^: 
grammen, ©reiedfen unb Srapcjen. 

STnmerfung 3. 55er Snljalt eines Srapej fann auc^ auS bzn 
üier Seiten beSfelbcn gefunben mcrben, nämlid^ ben beiben paraU 
lelen (Seiten AB = a unb CD = b unb ben beiben nic^t paralleten 
©eiten AD = c unb BC = d. (gS ■ ift nämli^ 

r_a+b y(b+c+d—ä) (a+c+d--b) (g-j-c— 6— (Q (a+rf— 6— c). 
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3um a3etüetfe jcriegc man baS Srapej in ein Parallelogramm unb 
tin ©reiecf, unb bejiimme btn 3n^alt beS testen nac^ §. 263 2fnm. 2. 

es fei j. 93 a = 43" f, 6 = 32" i\ c = 13° Y, d = 12" 2. 
a^ann wirb J= 440 D" 80 □'. 

§. 265. 

Se|rfa^. @in regelmäßiges ^ot^gon ijl einem ©reierfc 
gtei^, bejfen ©runbünie 5er Umfang beö ^ot^gonS iinb 
fceffen §ö^e 5er §at6meflfer 5eö eingcfd^riebenen Ärcifeö ifl. 

Ober: Der 3n§alt eineö regelmäßigen ^ol^gonS wirb gefunben, 
tt?enn man ben Umfang beSfelben mit bem §albmeffer beö einge- 
fc^riebenen Greifes muftipticirt unb ba^ ^robuct burc^ 2 biüibirt. 

8!fl. 181. 

J^ S3oraudfe|ung: 

AB'\'BC-\'CD'\-DE^EA = u 

MF=r. 

Jolgcrung: 




J = 



u . r 



83emei8. SJlan jie^e auS bem SJlittelpunfte M beS eingefc^rie- 
benen Greifes Linien nad^ allen (gcEpunften A, B, C 2t. beS 
^ol^gona unb ttitnbz auf jebeS ber babur^ entfle^enben 55reiecfe 
MAB, MBC, ben ßeljrfafc §. 263 an. ©o erhält man 

AB ,r 



MAB = 



MBC = 



MCD = 



MDE = 



MEA = 



2 
BC.r 

2 
CD,r 

2 
DE.r 
~2~ 
EÄ.r 



unb wenn man alle biefe ©feic^ungen abbirt, fo folgt 

, (AB + BC + CD + DE+ EA) .r 



b. i. J = 



U,f 
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ober ber ^wfjalt J ifl glei^ bem Snlfalt cined 2)reiccfa, welc^ca ia 
jur ©runbUnie iinb r jur $öf;r Ijat, iü. j. 6. w. 

33ciff icl 1. ajlau conjkuire nac^ einem üeriüngteu SJlaßjlabe 
ein reflefmäßigeö 3ef)nedf, bt^m Seite = 12'' 7' lang ijJ, meffe 
ben ^albmeffer feines eingefcEiriebenen Ä^reifeö, unb bered^nc ben 
Sn^alt. 

9fntm. J = 1241 D\ 

SSeifpiel 2. ^an confhruire ein reflelmäjiö^ö Sfc^terf, iti 
welchem ber ^albmejfer be6 einfiefc^riebenen Ä^reifeö « 29** 4' lang. 
\% meffe feine (Seite, unb berechne btn Sn^alt. 

§fntw. J=2864D' 24 D\ 

Sfnmerfung. SBon benjenigen regelmäßigen ^ol^gonen, trelti^e 
ftc^ im Greife conpruiren tajfen (§§. 193, 195, 252*), fami ber 
Snfjaft au8 ber affeinigen Äenntniß ber Seite = a bered^net 
lüerben. 55ie einfach jlen Säffe, näc^fl bem Quabrat unb bem 
glei^feitigen S)reiedf fmb bie folgenben: 

"^a^ regelmäßige @ed)6edf befielt au8 6 congruenten gleic^^ 
feitigen S)reiedfen. 2Jtitf)in ip fein 3n^alt 

3)a8 regelmäßige Sfdjtedf f)at einen Umfang = 8a, unb ber 
§albmejfer beö eingeft^riebenen Jlreifea ifl = -|. (1 + /2)'. ÜJlit:^ 
t)in ift fein Sn^aft 

T^aB regelmäßige 3er;ne'df beflefjt au8 10 congruenten glcid^^: 
fc^enfeligeu 2)reiedPen, beren ©runblinien = a unb bereu ©Teufel 

= Y (1 + K5) futb (§. 250 mm. 2). 3Jtit^in ift fein ^nljalt 

§. 266. 

5(ufgaBe. ®en Sn^att eines betiebigen unregetmäfigen 
^ot^gonS ju beret^nen. 



^ä)ttx «bfc^nitt. 
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©rgrbett: 
^ol^gon ABCDEF. 

®rfu(^t: 

S)cr 3n§alt. 



(grjie ?Jlttf)obt. SJlan jerlege ba8 flegcbene ^ol^ö^n, fjigur 

182, entmeber burd^ diagonalen AE, BE, CE {ttit in btx Sigur), 
'cber auc^ bur^ Sinien, meldte au6 einem fünfte im 3nnem beS 
^oltjgonS nati^ allen Gcf fünften gejogen werben, in J)reie(fe, unb 
f)zxtä)x\t bie 3n6alte biefer S)reiedfe nac^ §. 263. 

Streite SJletr^obe. 9Jlan jerlege ba^ gegebene ^oll;gon, Sigur 

183, burc^ ^arattelen AG, BH, EI (melc^er ^ier parattel ber Seite 
CD gelegt ftnb) in Srapeje nnb 55reiecfe unb beretf^ne beren ^n^ 
tjaltt na6) §§. 263 unb 264. 

S3eifpiel. ga fei gegeben ^=16' 4', J?C= 15' 9', CD^ 
23' 3', DE = 10' r, £F= 30' 0', FA = 24' T, AE = 31' 6', 

BE = 17' 8', CE = 28' 5'. SJtan conflruire aua biefen Sfngaben 
naä) einem tierjüngten SJta^flabe ba^ ^ot^gon, nnb beret^ne feinen 
Snl^alt fotüoI;f nac^ ber erfien ala au^ nad^ ber jmeiten S!Jletf;obe. 

Sfntm. J = 697 D' 31 D'. 

Sfnmerfung. S)ie jmeite SJtet^obe biefeS ^aragrapl^en fann 
ouc^ angetüanbt hjerben, um angenähert bm Snl^alt einer Slä^e 
ju beregnen, meldte burd^ eine frumme ßinie begrenjt mirb. 

©a fei AB, f?ig. 183a, eine frumme Sinie, meldte eine gläc^e 



%\Q. 183 a. 



begrenjt. ?fuf einer n^ißfür^^ 
liefen geraben ßinie XY, ber 
Srbfciffenlinie, f)aU man 
bieSfbfciffenXC,XD,X£2c. 
angenommen nnb baju bie 
redjtwinf eligen D r b i n a t e n 
XA, CL, DM, EN it. conjhruirt. 35ie «fbflänbe biefer Drbinaten 
t?on einanber feien gleid^ gro^, b. l). XC=CD = DE 2c., Jebod^ 




X C D E 
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fü flcin genommen, baß ^^^ jtüifc^niHegenben aSogenfHidte AL, LM^ 
MN 2c., in SSejug auf btn gefud)ten Sn^alt o6ne merflit^en Segler 
wie gerablinig angefe^en werben fönnen. SfWbann erfc^eint bit 
ganje Stäche XYBA wie eine (Summe Don Srapejen, beren Snl^alt 
wie oben ju berechnen ifl. 

®efet man 

XC = CD = DE... =a, 

XA=^h, CL^V, DM=h", EN = b"\ . . . /Ä=6<'-^), TB = b^''\ 

fo wirb bemna^ ber gefut^te Snl^alt 

ober einfa^er 

j = |. (6 + 2i' + 26" + 26'" + . . . i('»>) (1) 

ober auc^ 

J = a Q^\ k' + b" + i'" + . . . i'-«). (2) 

3. S5. man f;abe a = 5^ unb bie Drbinaten b, b', V\ . . » 
feien ber 3lei^e nac^ 7^ 8', 8^ 4', 8^ 9', 8^ 5', 7^ 2\ 6' 1', 5" 5', 
5° 0', 5' 2'. 9fl8bann wirb J = 280 D' 50 U. 

Unter btn Drbinaten fönnen aucE; einige, inöbefonbere b unb 

i^"^ btn SBert^ Slutt ^aben. 

®ine not!) genauere Sormel für biefen Snl^alt, welche aud^ auf 
bie Krümmung ber ©ogenpüdfe AL, LM, MN :c., atüdffic^t nimmt, 
f. §. 281 9fnm. 4. 



Ilecttficatt0n ie$ üxtifts. 
§. 267. 

ßrflärung. Unter ber Stectification beS Äreife& 
»erfleht man bie JBerei^nung ber ßänge ber ^erip^erie 
eines ÄreifeS, bejfen ^atfemejfer gegeben ifi. 

3)a8 SBort {ftectification bebeutet urfprünglic^ bie 93erwanblung 
ber Ärei8perip]^erie in eine gerabe ßinie. 9Jtan fann [\ij t?on 
fold^er SSerwanblung ein beutlicEieS ©ilb matten, wenn man {xä) 
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bie ^crip^crie fce8 ÄrcifeS burdb einen biegfamen ?5a5en bargeflellt 
benft unb tiefen barauf in eine gerabe ßinie auSfpannt. S)iefe 
aSerwanblunö läßt fic^ inbejfen burc^ feine öeometrift^e Sonfhrurtion 
genau ausführen, unb man muß jtd^ beS^atb bamit begnügen, bic 
Sänge einer gegebenen Äreiöperip^erie burc^ Sted^nung ju pnben. 

35a^in führen bie beiben fofgenben §ürf8=:9fuf gaben. 

§. 268. 

Aufgabe. Sfuö ber ©eitcntängc eines einem gegefienen 
Greife eingefd^riebenen regelmäßigen ^or^;gon8 bie Seitens: 
Idnge beS bemfetben Greife umfc^riebenen regelmäßigen 
^ot^gonS i?on gteid^er ©eitenja^t ju flnben. 

®rgr(rn: 

AB = 8 
MA = MB = r. 




€ jr 2> CD = s. 

Sfufiefung. maä) §. 210 ift 

ME:MF=EB:FD 

unb barau8 a\ii) 

ME : MF = AB: CD. (1) 

©efet man in biefer Proportion ftatt ber ßinien bie i^re ßängc 
auebrüdfenben Saufen an bie ©teile, fo I;at man junä^ft nati^ ber 
aSorauSfefeung AB =^8 unb CD = S. Senier ift nacE) bem ße^rfafe 
beS ^^tI;agora8, in 3a^ten au8gebrüdft, 

jf£« ^- EB^ = MB\ 

b. i. if£» + ^ = r« 



s^ 



unb barauö ME* = r' — -^ 



JfE 



=»/?r^ 



gnblid^ ijl JlfF = r. 35urc^ ©ubfKtution aller biefer SBerttje Der- 
tt)anbclt fic^ bie Proportion (1) in fofgenbe 

y7:r|T,=,:s (2) 
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mit) l;iernii6 folgt nad) §. 151 btx ?frit[;metif 

rs 



V''~i 



trnS ju fiidjeu mar. 



93cif|)iel. 6S fei « bit (Seite eines regelmäßigen ©ecbSedfö im 
itreife, alfo » = r. SflSbann pnbet man, bnrc^ ©ubfKtution biefe§ 
835ertf;e0 Don « in bie üorige Sormel, für bie Seite beS bemf elften 
fireife iimfdjriebenen regelmäßigen ©ec^6edf6 bm SBert^ 

S = r. 1,154700. 

©0 j. 83. in einem Ä^eife Don 1 Sniß §albmeffer ip bie (Seiten^s 
länge beS eingefd^riebenen regelmäßigen ©edbSedfö = 1 Suß, unb bie 
©eiten(änge be8 nmfc^riebenen regelmäßigen ©ec^6edfö = 1,154700 
gnß. 

§. 269. 

Aufgabe. Sind bcr ©eitcnlängc eines einem gegebenen 
^eife cingef^riebenen regelmäßigen ^ot^gonS bie (Seitens 
länge be6 bemfelben Greife eingeft^riebenen regetmäfligen 
^ot^gonö Don bopptlUx (Seitenja^t iu flnben 

®egef>en: 

AB = 8 
MÄ=zMB = r. 

©efud^t: 
FB = 8. 

Sfufföfung. ajlan verlängere FM bis G nnb jie^e J5G. §«8=: 

bann ip narf) bem ßel^rfa^ btQ St;alea ^ GJ?F = 9t, folglid) nad^ 

§. 244 

FG:FB = FB: FE. (1) 

©e^t man in bicfer Proportion für bie ßinien bie i[;re 8änge 
anSbrücfenben 3a^ilen, fo' I;at man junäcEift, in Sofge ber SSorauS:^ 
fe^ung, FG = 2r nnb FB = s. ?5erner ijl nac^ bem Dorigen ^aragrapt; 




ME 



= Vr'-i 



^äfin ^h\^n\it. 193 



FE 



= ,-)/r.-f 



X>ur(^ (Subjhtution tiefer Söert^e üertoanbett fi^ bie Proportion 
(1) in forgenbe 

2r : $ = $ : fr — ^ r^ — ^^ (2) 

ainb i^ierauö folgt na^ §. 153 ber Sfrit^metif 



$' = y 2r« — 2r |/r*- J/ 



toaö ju fudjen toar. 

83eifj3ier. 68 fei » bie ©eite eineS regelmäßigen ©e^.Seäa im 
Äreife, alfo » = r. ^flöbann finbet man, bnr^ ©u6fHtution biefea 
'SBert^eö Don s in bie üorige Sormel, für bie (Seite be8 bemfelben 
Greife eingefd^riebenen regelmäßigen 3tt3örfetf8 ben SBert^ 

8' =r. 0,517638. 

©0 j. S5. in einem Äreife Don 1 Suß ^atbmeffer ifl bie (Seiten^ 
fange be8 eingefd^riebencn regelmäßigen ©ed^öetfö = 1 ?5uß, nnb 
tie (Seitenlänge be6 eingefc^riebenen regelmäßigen 3toölfeäö = 
0,517638 guß. 

§. 270. 

Slttfgabe. ®ie Sänge ber ^erlp^erie eines Äreifeö, beffen 
Jgatbnteffer gegeben tft, nä^erungSiDeife ju bereti^nen. 

STuflöfnng. ^an confhruire in bem gegebenen Greife ein 
«ingefd^riebeneS regelmäßiges (Set^Setf, beffen Umfang au8 §. 194 
ibefannt ifl, unb jugtei^ ein umfc^riebeneö regelmäßiges ©ed^Setf, 
ieffen Umfang man nai^ §. 268 berechnen !ann. 3tDifd^en biefen 
beiben Umfangen mirb bie gefachte Ä'reiSjjerip^erie enthalten fein. 

SflSbann conftruire man in bemfelben Greife ein eingefc^riebeneS 
regelmäßiges 3ioölfetf, beffen Umfang man naä) §. 269 finbet, unb 
^ugleit^ ein umfc^riebeneS regelmäßiges 3tD5lfetf, beffen Umfang 
man wieber nai^ §. 268 bereci)nen !ann. 3toif^en biefen beiben 
Umfangen wirb mieber bie gefachte J^reiSperip^erie enthalten fein. 

Serner conftruire man ebenfo ein eingefd)riebeneS unb ein um^ 
fc^riebeneS regelmäßiges 24etf, unb berei^ne bie Umfange beiber, 
loelc^e gleichfalls bie gefugte ^reisperlp^erie gtoifc^en fi^ enthalten. 
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SBcrm man auf biefe SBcifc fortfä[;rt, fotüofil eingef^ritbenc alB 
andj umfc^riebene regelmäfige ^oU;gonc mit jleta Dertoppelter 
©citcnja^f ju conjhuircn unb bic Umfange berfclben ju berechnen, 
fü trerbeti biefe Umfange bejlänbig bie gefachte Äreiöperip^erie jmic 
f^en fi^ enthalten. 3ugleic^ merben aber andj bie Umfange ber 
beiben ^oIi;gone tiefer Äreiöperip^erie fortmä^renb nä^er unb nä^er 
!ommen, fo ba^ man eö mittjin burc^ ^inrei^enbe Sortfefeung biejfed 
SSerfa^renS in feii\er ©emalt Ijat, bie Sänge ber gefuti^ten Ärei6s= 
perip[;erie angenäf;ert fo genau ju befKmmen wie man »id. 

3i)aS ©erfahren wirb Don felbfl feinen Wbfc^tu^ pnben, wenn 
bie beiben Umfange, welche bie gefudjte Ä'reiSperip^erie jwif^en jt^ 
enthalten, einanber fo na[;e gertttft ftnb, ba^ bie i^re ßänge auö^ 
brücfenben 3cd)kn in fo fiet 33ecimaipellen, loie man beJHmmen 
will, jufammenfaffen. ^enn al8bann f)at man au^ bie ßänge ber 
gefüllten ^rei6perip^erie auf eben fo Diel J)ecimarfteIIen genau. 

X)ie folgenbe Tabelle flettt eine folc^e fRe^nung bar. ®8 bebeutet 
barin r bm §albmeffer be8 gegebenen Greifes, unb ftatt ber Um^ 
fange entfjätt fie nur bie falben Umfange ber betreffenben ^ol^gone. 

83eredf)nung ber l^alben ^reiöperip^erie 
fttr einen §albmcffer = r. 




falber Umfang 

be« 

etngefc^iiebenen $oI);)gon^. 



falber Umfang 

be« 

umfc^rieBenen ^olpgond. 



U 



6 


r.3 


12 


r . 3,105828 


24 


r . 3,132628 


48 


r . 3,139350 


96 


r . 3,141031 


192 


r . 3,141451 


384 


r . 3,141566 


768 


r . 3,141592 



r . 3,464101 
r . 3,215390 
r . 3,159660 
r . 3,146086 
r . 3,142714 
r . 3,141874 
r . 3,141647 
r . 3,141593 
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S)ie Reiben Icfete;t Umfange jlimmen auf fünf ©ecimalfleffcn mit 
cinanbcr übcrein, folgfid^ f)at man auf fünf j)crimalflellcn genau 
für bie ßängc ber falben ÄreiSpcrip^erie bm SBcrt^ 

r . 3,14159 . . . 
SEBoffte man ba8 Slcfultat auf fc^6 ober mcl^r J)ecimalfhtten genau 
l^aben, fo müßte man bie 9te^nung Don Sfnfang an mit me^r 
'^ecimaljleffen führen al8 ^ier gefti&eben ifl. 

?fnmerfung. S)er ©rfle, welker .biefe 9lec^nung gefütjrt r;at, 
war Sfrc^imebea, ber größte 2Jlat^ematifer be§ Sfltertl^umö, 
welker im 3a^re 212 Dor S. ®. bei ber (groberung t)on ©^racu8 
burt^ bie Slömer umfam, nad^bem er feine SSaterflabt mehrere 
Sa^re l&inburt^ burti^ ©rbauung fttnfHic^er ÄriegSmafd^inen gegen 
bie ^Belagerer fert^eibigt ^atte. 9fr(^imebeS fül^rte bie ajlat^ematif 
um ein 58ebeutenbe8 über bie Elemente be8 @u?Ube8 ^inau8, moDon 
jeboc^ ^ier nichts meiter berichtet werben !ann, weit feine Unter«: 
fuc^ungen fafl nur ben ^ö^eren Steifen ber SDIatl^ematif angehören. 
Sti ber Stereometrie wirb fein 9lame gleichfalls genannt werben. 

3!)ie obige Jftet^nung, oon Sfr^imebe8 geführt, muß man um fo 
me^r bewunbem, ba bem Sfrd^imebeS ber ©ebrauc^ unferer 3iffem 
unb namentlich unferer 2)ecimatbrü(^e gänjUt^ fehlte. ?frt^imebe8 
fanb, inbem er feine Slet^nung mit bem 96erf abfd^Ioß, ba^ bie 
Sänge ber Äreiöperipl^erie jwifd^en bem 3|^ unb 3|ffa^en be8 
S)urc^meffer8 enthalten fei, eine JBefKmmung, beren fltic^tigWt fid^ 
leii^t an& ben obigen 3a^Ien nad^weifen läßt. 

§. 271. 

©rflärung. Unter ber äct^t n terflel^t man benjenigen 
Factor, mit wet^em man btn ©urti^mejfer eines Reifes 
muttipticiren muf, um bie ^etipl^erie beSfelben ju flnben. 

X)iefe Saf)l xjji, wie man lei^t erfennt, einerlei mit bemjenigen 
gactor, mit wetd^em man bm §albmejfer be8 ÄreifeS multipliciren 
muß, um bie ^atbe Ä^reiaperipl^erie ju finben. Sftan i)at atfo au8 
bem oorigcn ^aragrap^ auf fünf 55ecimalfieffen genau 

jt = 3,14159 . . . 
©enauer fanb Subolf Don 6öln im 3at;re 1596 

% = 3,1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 .... 
unb nac^ i[;m nennt man biefe Scif)l anä) wo^l bie Subolf fche 3flt;I. 

13* 
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©eflentüärhg f)at man 5ie 3a^I n bnxi) bic §ülf§mittel 6er tjö^eren 
SMat^cmatif auf 500 35crimalflellen berei^nct^ \>on benen itboäj 
niemals ein emjMi^er ©etraui^ ju ma^en ijl. 

gür oberfläd^fi^e Sled^nungen fann bie 3a^I be8 Sfrt^imebed 
Ä = 3| fc^on auöreid^enb fein. 

S)er 8ogarit^mu8 t?on ä im JBrigflifi^cn ©^jlem ifl 

log. n = 0,49715 auf fftnf SDecimalfleffen, 
log. it == 0,4971499 auf peben SDecimalflellen. 

SInmerfung. 2)ie 3a^I Ji ip eine irrationale 3a^I, fie fann 
atfo Weber bur^ einen gefc^Ioffencn no^ burc^ einen periobifc^en 
CDecimatbnn^ genau bargeflefft ttjerben. S)ie§ i)at juerjl ßegenbre 
beriefen, ber JBetüeiö !ann Jeboc^ ^ier nid&t gegeben merben. 

§. 272. 

3ttfa^* ®ie Sänge ber gjmp^erie eines Äreifeö wirb 
gefunben, ipenn man btn SDur^mejfer biefeö Äreifeö mit 
ber 3a^t Tt muttipticirt. 

(gS bejeid^ne jp bie ^nipf)mt eines Greifes unb r btn ^alb^ 
meffer beSfetben. «flsbann ifl 2r ber 55urti^meffer biefeS ÄreifeS, 

fotgli* 

JP = 2rjt. 

Umgetel^rt mirb ber !Durc^mejfer eineS Ä^reifeS gefunben, n^enn 
man bie ^eri})]^erie biefeS ^reifeS burd^ bie 3a^I n biüibirt. Ober 

S3eif))iet 1. 2)er Beiger einer U^r ^^ai 5 3oa Sänge. SBie 
lang ijl ber SBeg, welchen bie ©pifee biefeS 3eigerS bei jeber Um:* 
bre^ung jurütflegt? 

Sfntm. 31,4 . . . 3oa. 

SSeifpiel 2. 3)er Umfang beS erb:=tquator8 ^ält 5400 geo^ 
grap^ifd^e Steifen. SBie lang ip ber 3)urd^meffer beS Äquators? 

Sfntiü. 1718,874 ober fe^r na^e 1718| ajieilen. 



(Duabratur its ^xtifts. 

§. 273. 

@rf(arung. Unter bcr Cluabratur bc6 Greife« btx^ 
ilc^t man bic SScrcti^nung be6 glä^min^atts eines ÄreifeS, 
befl'en J^atbrnefer gegeben iji. 

J)a8 SBort Quabratur bcfceutet urfpränglic^ fcie SSermanblung 
ber Äreiöpti^e in ein Cluabrat. 35iefc SSermanbrung ^at fit^ aber 
burd^ feine geometrif^e Sonflruction ausführen laffen, fo oft and) 
t)on ben 3eiten ber ©riechen bis auf bie ©egcnwart bie SSerfuc^e 
jur STuffinbung einer fotc^en ßonflruction fii^ wieber^olt ^aben. 
2Ran mu^ ftc^ bt^ljalb bamit begnügen, ben 3n^alt einer gegebenen 
ÄreiSfTä^e burc^ Jfte^nung ju finben, woraus bann bie ©eite 
eines CluabratS, melc^eS bem gegebenen Greife in^altSgleit^ ifi, 
leiti^t gefolgert werben fann. 

J)er folgenbe ße^rfafe jeigt, wie bie Cluabratur beS ÄreifeS mit 
ber Slectification beSfelben iufammenbängt, fo ba^ bie Sfuflöfung 
ber einen biefer beiben ?fufgaben unmittelbar bie ber anbern nat^ 
^ä) iie^t. 

§. 274. 

Sel^rfa^* 2)ie Äreisp^e ifl einem 2)reiedfe gteic^, beflfen 
©runblinie bie ^erip^erie beS Äreifeö unb bt^m ^o\)t ber 
^atbmeffer beS ÄreifeS ifl. 

Ober: SBenn p bie ^erip^erie unb r bm ^aftmeffer beS Greifes 
bebeutet, fo ifl 

33 e weis» 2Jlan benfe ftc!^ bem gegebenen Greife ein regele: 
mäßiges ^oft^gon üon beliebiger ©eitenja^l umfc^rieben, unb nenne 
u bm Umfang unb J' ben Sn^alt biefeS ^olljgonS. 2fISbann f)at 
man aus §. 265 

^ = -2-' 

SSenn man nun bie ©eitenjabl beS ^ol^gonS, burc^ wieber^olte 
gSerbopperung berfelben, größer unb größer werben Täßt, fo fommt ber 
Umfang u beSfelben nac^ §. 270 immer nä^er ber ÄreiSperip^erie p, 
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unb iuglei^ fommt fein Sn^alt f immer nä^er bem 3n^alt J ber 
Ärei8pc^e. golgli* ifl auti^ 

•^ — "2"' 

b. ^. ber 3nl;alt J ifl gleich bem Sn^alt eineö 3)reietfö, wel^eö p 
jur ©runblinie unb r jur $ö^e [;at, m. j. b. m. 

Sfnmerfung. Äürjer fann man biefen JBemeiö auöbrüäen wie 
folgt: 

S)er Ärei8 fann mie ein regelmäßiges ^ot^gon Don unenbüij^ 
Diel Seiten, Don benen jebe unenbKt^ Hein ifl, angefe^en ttjerben. 
golflli^ barf man auf ben Ärei§ unmittelbar ben Se^rfafe §. 265 
antoenben, woraus fogleii^ bie gefuti^te Sormel ^ij ergiebt 

§. 275. 

Sel^rfa^. SDer Sn^att eines ÄreifeS wirb gefunbcn, tpenn 
man baS Cluabrat feines ^alfemefferS mit ber 3^^t Jt mut 
tiplicirt» 

Ober: SBenn r ben §albmeffer eines ÄreifeS bebeutet, fo ifl 
58 e weis. SJlan fefee in bie gormel beS Dorigen Paragraphen 

für p feinen SBert^ aus §. 272, nämlid^ 

p = 2rn. 

snsbann er^äft man 

r Irrer o 

w. j. b. w. 

Seifpiele. 1) SBie groß ifl ber 3n§att eines ÄreifeS, beffen 
§albmeffer 44*^ T 3)ecimalmaß beträgt? 
Sfntw. 6277 D' 30 D'. 

2) SBie groß ip ber Sn^alt eines ÄreifeS, beffen Umfang 12* 
beträgt? 

Sfntw. 11 D' 46 D'. 

3) SBie lang ijl bie (Seite eines QuabratS, welches einem Äreife 
Don 17' §albmeffer in^attSgreic^ ifl? 

?fntw. 30',132. 



4) aöie groß ifl ber 35urt^meffer cineö ^reifcö t)ou 698 Quabrat:^ 
tneiten Sn^aft? 
Sfnttü. 29,812 SWeifen. 

§. 276. 

ßel^rftt^. ®ie %l&6)m iwtm Ärcifc »ermatten ftc^ ju 
cinanbcr tvxt bxt Ouabrate i^rer ^attmeffer. 

Dber : SBenn J unb J' bic Sui^altc jmcier Greife bebeuten, beten 
^albmeffer r iinb r' fmb, fo ijl 

J:J' = r' : r\ 
83emeiö. 9lac^ bent Dorigen ^aragrapf; ifl 

3)arauS folgt burc^ 55iDifton 

J: j' = r»jt:r"n: 
unb hieraus mit Sfnwenbung üon §. 149 ber 9fritl;metif 

J:J' =r':r\ 

tv* j. B. tu. 

9fnmerfung. 68 ifl anä) [;ier irie im §. 259 einerlei, ob 
man nnter ben Cluabraten ber §albmeffer bie Qnabrate ber Sagten, 
tüeldie ba^ SSer^ältniß ber ^aftmefer auSbrütfen, ober bie fSIäc^en 
ber nnabrate, meiere über ben §arbmeffern al8 ©eiten confhruirt 
werben Knnen, t?erfle^en Witt. 

§. 277. 

©rflärung. Unter einem Ar eisringe terjle^t man bie 
jlt^ifd^en jtDei concentrif^en Reifen entfaftene ^l&ä)t. 

gig. 186. gin ÄreiSring ijl bemnac^ immer ber 

2)ijferen} ber ^l'Aijm ber beiben Ärcife 
gleich, mlijt i^n bitben. Ober ttJenn 
MA = r unb MB = R bie §albmeffer 
biefer beiben Äreife finb, fo ijl 




ober einfa^er 



J = (Ä' — r^)n. 



§. 278. 

Sel^rfa^. @in ÄreiSring ifl einem Srapej gleich, beffen 
paxaUtU (Seiten bic §)crii?^etien ber beibm gegebenen con^s 
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cmttif^cn Ärclfc flnb, unb bcffen ^ö^c bie ©iffetenj btt 
^atbmcffer Mefer Beibcn Äreife ijl- 

Ober: Söcnn jp unb P bxt Peripherien ber beibeu gegebemit 
Äreife unb d bie S)ifferenj i^rer §albmejfer bebeuten, fo ifl 

•^ 2 

95 e tu eis. SHan nenne r unb K bie §albmeffer ber beiben ges^ 
gebenen Greife. Sftöbann Ijat man an^ bem üorigen ^aragrapl^ 

. welken Sfuöbrucf man au^ ummanbeln fann in 

j = (.R + r) (Ä — r)jt. (1) 

9lun ijl na(^ §. 272 

2ÄJt = P , 2r jc == /?, 

woraus bur^ Sfbbition folgt 

2(Ä + r)jc = P + jp 
unb weiter 

(B + r):t = £+£.. (2) 

Semer ifl na^ fcer 83orau9fefeung 

Ä — r = rf. (3) 

@ub|Htutrt man bie SBert^e (2) unb (3) in (1), fo folgt 

w. }• b. U). 

gür bie numerifti^e Sle^nung mat^t eS feinen erl;ebli^en Unter^^ 
f(^ieb, ob man nad^ (1) ober nac^ (4) t?erfä^rt. 

JBeifpiel. SBie gro^ ifl ber Släc^enraum einer (Strafe tion 
3^ 95reite, welche einen freiSfiJrmigen ^lafe Don 24^ 55ur^meffer 
umgiebt? 

«ntw. 254 D' 47 D'. 

?fnmerfung. SBenn man einen ÄreiS conjhuiren will, ber an 
^VAi)t eben fo grof ijl, wie ein gegebener ÄreiSring, fo jiebe man 
eine (Se^ne beS äußeren ÄreifeS biefeS-Äreiöringeö, welche juglei(fy 
Sangente beS innem Ä^reifeS ifi. S)iefe ©e^ne wirb ber S)ur^- 
meffer beS gefugten ÄreifeS fein. 2)er ®runb liegt in ber obigeit 
gormel (l) mit Sujie^ung Don §. 245. 

§. 279. 

ßrflSrutig. (gin ÄreiSauSfc^nitt ober (Sector ifl 
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ein Xi)txl 5er ÄreiSp^e, welker bnxäj jiDci ^atfimeffer un5 
l)cn jlDif^en il^nen ttcgenben ÄteiSboflen bcflrenjt wirb. 

gin Ärciöabfd^nitt ober (Segment tfl ein S^eit ber 
ÄreiSp^e, welker bnr^ eine ©e^ne unb ben i^r inge^^ 
i^örigen Äteifibogen begrenjt wirb. 

§. 280. 

ßel^rftt^. ©in ÄreiSauSf^nitt ifl einem S)reierfe glei^, 
öeffen ©runblinie ber SSogen beS ^eiSanSfci^nittS nnb beflfen 
^öf)t ber ^albmeffer beö ÄreifeS iji. 

Stfl. 187. 

SSorau9fe|ung: 

^ = 6. 

•/ = • 

2 

S5etüci8. J)er ÄreiSauöfd)nitt ücr^ält fiij jur flanjen Ärci6- 
Pc^c mie ber Sogen be6 Äreiöauöft^nittö jur Ä^reiaperip^erie. 
S^ennt man alfo p bie Äreiöperip^erie, fo fjat man, mit 3uäte^ung 
t)on §. 274, jur SScflimmung t?ou J bie Proportion 

woraus nad^ §.151 ber Sfrit^metif folgt 

. b .r 

w« }• b. tu, 

SBenn jlatt bea SSogenö b ber gentriminfel AMB = M gegeben 
ijl, fo fann man baraua btn Sogen b bnxä) bie Proportion finben 

360' :M = 2r7i:b. 

9Man fann ju bemfelben Stvtdt anä) bie IV. 3!;afel in bea Sßers: 
fajfera fünfteiligen Iogaritt;mif(fe:5trigonometrif(^en Safein ®. 98 
gebrauchen. (Ciefelbe liefert für jeben in ©raben, SDIinuten unb 
©ecunben gegebenen SBinM bie SSogenlänge für ben §albmeffer 
gina, welche bemnac^ l^inter^er noc^ mit bem gegebenen ^albmeffer r 
multiplicirt werben muß, um bie 93ogenIänge für bm §albmeffer r 
ju geben. 
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SScifpiet. Söie gro^ ifl ein Ärei8au§fc^nitt üon 42* in einem 
Greife t?on 12' §albmeffer? 
Sfntm. 52,78 D'. 

9fnmer!unfl. (Sbenfo tüie einen Ärei8auöf(^nitt fann man 
axii) einen StingauSfti^nitt bilben, inbem man in einem Äreiös: 
ringe jroei beliebige ^albmeffer jietjt. 55er 9lingau6f(finitt ifl einem 
Srapej gleid^, bejfen parallele ©eiten bie beiben ben {Ringauöft^nitt 
begrenjenben Äreiabögen fmb unb bejfen §ö^e bie ®ifferenj ter 
|>albmejfer ber beiben Greife ifl. 

§. 281. 

dufa^. 5)et Sti^aft eines Ärei6abf^nitt8 toixb gefutiben, 
tpenn man t?on btm Sn^att be6 iuge^örigen ^rcieauSs: 
fAnittS ben Sn^att bt9 ©reiedfs fubtra^irt, ml6)ti bnxä) 
bie (Se^ne be6 Ärei6abf^nitt8 unb bie beiben ^attmcffcr 
be6 ÄreieauSfc^nittö gebilbet tüxxb. 

gtg. 188. J35^^ eg i|j 

i4ÄC = MACB — iüfilÄ, 
mo man MACB naij §. 280 unb MAB 
naä) §. 263 ju berechnen t;at, um ^ÄC 
M ju finben. 

©emö^nliti^ werben jur Sn^altöberet^nung eines ÄreiSabft^nittS 
bie ©e^ne AB unb baQ ^erpenbifel CD gegeben. 3)iefe§ ^erpen- 
bifel, auf ber SJlitte D ber ©ebne AB bis ju feinem 55ur^fd^nittS^ 
punfte C mit bem 58ogen beS ÄreiSabfc^nittS errid|tet, nennt man 
axiä) ben ^feil ober bie ©agitta bcS ÄreiSabfd^nittS. 

es fei AB = a unb CD = h. Um barauS ben §albmeffer 
MA = r JU berechnen, iat man in bem reii^tminfeligen 3)reietf 

AMD bie Äatr;eten MD = r --h unb AD='^f folglit^ nac^ bem 

8et;rfa^e beS ^l;t^agoraS 




b. i. 



n?orauS folgt 



•« = r« — 2rA + A' + :^ 



«2 + 4Ä» 

«»^ ■^— — — -^-— • * 

8ä 
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J)er aSogen ÄCB = b ober ber Sentriminfel A/tfÄ !ann auf 
elementarem SQege nic^t berechnet werben (bieö ijl nur burd^ Sri? 
gonometrie mögfit^). ?fm beflen entnimmt man 6ier ben SBinfel 
Dermitteljl beS Sranöporteur8 au8 einer nac^ üerjüngtem 2Jlaßflabe 
ausgeführten 3eic^nung, worauf man ben ÄreiaauSfc^nitt MACB 
berei^net wie im üorigen ^aragrapt;. 

35en Sn^alt be8 3)reietf8 MAB befhmmt man au8 ©runbtinie 
AB = a unb |)ö^e MD = r^K 

3)er Sn^alt beS ^rei6abfc^nitt6 fann bemnad^ fc^Iie^tid^ burt^ 
5ie fSormel auögebrütft werben 

•/ — y 5 / (i; 

wel^e für bie numerifc^e fRet^nung nod^ tttca^ bequemer fu^ ums^ 
formen läßt in 

J = ^+-^±=^. (2) 

83eif|)ier. SBie groß ifl ber Slutfjraum einca frei6bogen== 
förmigen JBrütfenbog'ena t?on 40' SBeite unb 8' §ö^e? 
?rntw. 220 D'. 

Sf nmer!ung 1. ©rütfenbögen werben ^äufig, um einen größeren 

glut^raum ju gewinnen, au8 mehreren 
Äreiabögen jufammengefefet, j. 58. wie 
ACB, gig. 189, aua bem mittleren Äreia? 
bogen £F mit bem§albmcffcr J8fJE;=ifF, 
'^ unb ben beiben gleichen äußeren ^reia^ 
bögen AE unb BF mit bem §aI6meffer 
AG=EG=HF=HB. giuen auf fotd^e 
SQeife conflruirten ©ewörbbogen pffegt 
man eine ^orblinie $u nennen. 
Um btn jWifc^en biefem SSogen unb feiner (Sel;ne enthaltenen 
fjläc^enraum ju .finben, muß außer ber SBcite -45 = a unb ber 
$ö^e CD = h noc^ ber §atbmeffer AG = EG = m bea äußeren 
Äreiabogena gegeben fein. Sa ijl not^wenbig, biefen ^albmejfer 
f feiner ala A ju nehmen. S)er §albmeffer ME = r bea innern 
Äreiabogena fann fobann berechnet werben 5 benn in bem rec^t:» 
winfeligen S)reietfe MGD ifl bie §^potenufe MG=^r — m, bie 

Äat^ete mD = r — h unb bie Äat^ete GD = ^ -^ m, folglid^ 

(r-m)'=(r-Ä)» + (|-mJ 
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b. i. 

r« — 2mr + m« = r« — 2Ar + A* + ?1 — am + m», 
tüorauö folgt 

a^ + 4ä' — 4tam 
*" ™ 8(Ä — m) 

S)er SBinfel ilGE nnb EMF fmb tüiebcr auö bn 3eid^nung ju 
entnehmen. Der gefachte glät^enraum felbfl wirb 

ABC = AGE + HBF-}- EMF — GMH. 
^at j. S3. ein ®rüäenbogen, wie oben, 40' SBeite mb 8' §ö^e, tüir& 
aber burt^ eine ^orblinie gebilbet, beren äußere Äreiabögen 5' §alb^ 
meffer ^aben, fo beträgt ber glut^raum biefeö ®ogen8 253,72 D'. 

Sfnmer!ung 2. SBiH man btn Sn^alt eine8 ^reiöabf^nitta 
o^ne SBenufeung feines Sogenö b (ober feines Eentriwin!el8, welche 
beibe ^ier nic^t bered^net werben fönnen nnb nur unjnDerläf|tg. 
ju mejfen ftnb) bejHmmen, fo fann man oerfa^ren wie folgt: 

^^'g ' SJtan beft^reibe in bm ÄreiSabfd^nitt,^ 

E^^^sn^^F gig. 190^ ein glei^f(^enfelige8 S)reie(f 

ABC, welches bie ©e^ne AB = a jur 
©runblinie nnb ben ^feil CD = h jur 
$öt;e ^at. 2)er Sn^alt biefeö S)reietf^ 

.- ah 
K ^ 

3n bie beiben übrig gebliebenen ÄreiSabf^nitte befd^reibe man 
wieber glei^fd^enfelige J)reietfe ACE unb CBF, wel^e bie @e§ne 
i4C= CA = fl' jur ©runbUnie unb ben ^feil EG — FU=K gur 

§ö[;e ^aben. 3)er Sn^alt biefer beiben J)reietfe ifl = 2.^- 

3n bie t?ier nun no(^ übrigen Äreiöabf^nitte bef^reibe mati 
wieber gleiti^fc^enfeüge Dreietfe (weldie in ber Sigur ni(^t weiter 
angejeigt jtnb), unb ne^me bie ©e^ne AE=^a jur ©runbUnie 
unb btn juge^örigen ^feil = ä" jur §ö^e. 3)er Sn^alt biefer üicr 

S)reiecfeifi = 4.^- 

gäl)rt man fo weiter fort, bejeic^net @e^ne unb ^feil ber nun 
folgenben 8 Ärciaabfdinitte mit d" unb U" jc. unb abbirt aUe 
I)reietfe, fo erhält man btn 3n^alt beS gegebenen ^rei8abf(^nitts 
burc^ bie unenblic^e Steige auögebrütft 

J = ? + 2.^ + 4.^ + 8.1* +... (3) 
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S)icfer Sfuöbrutf lä^t für bic praftif^e Sle^nunfl no^ eine SSer^: 
«infat^ung ju, infcem man flatt ber SBert^e t)on h, h\ K\ K" , . . . 
btn ^albmcffer r rinfu^rt. ^aä) §. 244 ip AC = ä mittlere 
^ro})ortionate jlDifc^en CD = h unb CIT = 2r, ober 

2r : a =a : h, 

ttjorauö folat 

oinb ebenfo l)at man meiter 

S)ut(^ (Subftitutton tiefer SBert^e wirb 

^="^ + 2."-^ + 4.^ + 8.H^ + ... (4) 

aBa8 bie SSeret^nung ber SBert^e a, a', a' jc. betrifft, fo ent^ 
fieljen biefelben fuccefliD auS einanber auf biefelbe SBeife, trie in 
§. 269 au9 ber ©eite eine8 eingefc^riebenen regelmäßigen ^ol^gonö 
feie (Seite be8 eingeft^riebenen ^ol^gonö t?on boppelter ©eitenja^I 
l^ergeleitet worben ifi. 2Jlan !ann aber auc^, trenn man eS für 
l^inrei^enb genau 'l^ält, biefe SBertr;e au§ einer nati^ tjerjüngtem 
SJlapftabe entmorfenen 3eit^nung nehmen. 

J)ie in ber gormel (4) enthaltene unenbli^e Steige brit^t in ber 
numerif^en SSerec^nung immer t?on fetbfi ia ob, mo il;re (Stieber 
fo Hein werben, ho!^ fie ju ber legten in SSetrac^t ju jie^enben 
3!)erimalfieffe feinen Seitrag met;r geben. 

3. S3. für a = 40' unb ä = 8' (f. oben) erhält man 
J= 160 4- 44,68 + 11,48 + 2,89 + 0,72 + 0,18 + 0,04 + 0,01, 
ttjaS jur ©umme giebt 

J = 220,00 D'. 

J)a8 l^ier angetoanbte SBerfa^ren jur Shl^altöberet^nung beö 
Ärei8abf(^nitt8 giebt ein anfc^auliti^eö SSeifpiel ber berütjmten 
®F^aufiion8^9Jlet]^obe ber Sfiten, weli^e juerft t?on Sfrc^imebeö 
angetranbt tourbe unb bereu SBefen barin befielet, t?on ber ju be^ 
IKmmenben Slä^e nac^ einem getoiffen Oefefee naij unb na^ U^^ 
fannte S^eil r;intüegjunet;men unb fo burti^ einen fSortfti^ritt inö 
Unenblic^e bie Släc^e ju erfti^öpfen. 

STumertung 3. äjlan l^at jutoeilen ben 3n^alt eineö Äreiö- 
abfd^nitteö ju bejHmmen, beffen ^feif im SBergleic^ mit feiner (Seltne 
fe^r Kein ijl. gür biefen Satt läßt bie ^Jormel (4) fxä) in einen 
«infati^en gefc^loffenen 9fuöbruä jufammenjie^en* 
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SBenn nämlic^ CD, ?5ig. 190, fc^r tlein ip im SSergleic^ mit AB, 
fo ifl AC tüciiig größer alö AD, unb man fann mithin angenähert 
fefcen 

, a 

unb folglid^ um fo me^r auti^ 

a = Y = -j-, a = y = y, u. f. tt. 
©efct man biefe SBert^e in (4), fo fommt 

•^ 16r ^ 64r ' 256r ^ 

==^ i6r ^ I 4 "T TT 1" • • • ')• 

35er ^ier üor ber Ätammer Per;enbe Sactor -r^ ifl einerlei mit 

y, irie au6 ber Sßergleic^ung mit (3) unmittelbar tjerDorgel^t» 

S)ie eingeflammerte Steige bagegen ifl eine unenbtic^e geomctrifc^e 
^rogreffton mit bem Quotienten \, beren Summe na^ Sfritl^m* 
§. 173 beregnet = | irirb. 2Jtit^in ifl enbtic^ 

•^=X' (5) 

b. r> ber 3n^alt eineS fefjr flachen ^rei8abfd|nitt8 beträgt \xot\ 
S)rittel eines SRec^tetfS, melc^ea bie ©e^ne be8 Äreiaabft^nitta jur 
©runblinie unb \iixi ^feil beSfelben jur $ö^e ^at. 

SBoffte man ^^0^% obige 58eifpiel a = 40' unb ä = 8' nad^ ber 
gormel (5) berechnen, fo würbe man ermatten J==213|D', b. \). 
um 6|- D' äu Hein. 2Jlan fte^t tjlerauö fd^on, tr>eld|e -Sfnnä^erung 
biefe gormel felbft \iQi giebt, iro ä nid|t Hein ijl im SSergleid^ mit a. 
Um aber aut^ in folt^en ??äffen üofffommen genau ju rechnen, 
trirb man am befien t^un, bie erffen ©diritte ber Sle^nung nat^ 
ber Sormer (4) ju flirren unb \itxi ©c^Iuß baburc^ in bie Sormel 
(5) übcrjuteiten, \io!^ man \iOi^ lefcte nac^ (4) beregnete ®Iieb um 
feinen britten ^^eil vergrößert. ®o j. 95. erhält man, inbem man 
t?on ber obigen nac^ (4) geführten 3ö^renre(^nung nur brei ©lieber 
bcibel^ält unb bem legten ©liebe bie ^ier angejeigte Sorrection 
Beifügt, 

J= 160 + 44,68 + 11,48 + ^= 219,99 D'. 
SSeiläufig fann man nod^ bemerten, ^o^ bie ©tei^fefeung ber 



«4trr ^h\^mtL 
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bciben ?(uöfcrütfe (2) imb (5) für bic Bogenlänge b eineö fefjr 
fTai^en ^reiöabf^nittö ben Sfuöbrudf giebt 



6 = a(l+34) 



(6) 




z 



B 



Sfnmerfung 4. ?fu8 ber gormel (5) fäjt ft^ eine 9Jlet^obe 
ableiten, um angcnat)ert bzn Sn^alt einer Stäche ju beflimmen, 
meiere burc^ eine beliebige !rumme ßinie begrenjt tüirb. 

g6 fei AB, gig. 191, eine frumme ßinie, meldie eine gläc^e 

begrenjt, unb XY eine mittfürac^ axu 
genommene SCbfciffenlinie, auf irelc^er 
in gleidien Sfbfiänben XC = CD t?or^ 
läufig bie brei rec^hüinWigen Orbi^ 
naten XA, CL, DM errichtet fmb- 
X)ie ?fbpänbe biefer Drbinaten feien 
fo Hein genommen, ha^ ber 83ogen 
ALM feine ju flarfe Krümmung ^at 
2nan fefce XC = CD = a unb XA = b, CL = b\ DM = b';. 

3ie^t man bie gerabe ßinie AM, fo icirb burc^ biefelbe baa 
jwif^en ben Drbinaten XA unb DM enthaltene ?fräcf)enflütf in baB 
%xap^ XDMA unb btn Sfbfd^nitt AML jerlegt. ®a8 Srapej XDMA, 
beffen parallele Seiten b unb 6" ftnb unb beffen §ö^e = 2« ifl, 
^at ben 3n[;alt 

fl (6 + 6")- 



S)ie «ötittcllinie biefeS Srapej beträgt CK = 



— . ^ + ^" 



folgtic^ ijl 



ITL = 6 — 



b + b' 



Um ben Sn^aft be8 ?f6fci^nitt8 AML ju beflimmen, mac^e man 
CZ = KL unb benfe fid^ burd^ bie fünfte X, Z, D eine frumme 
ßinie gefegt, wel^e einen Sfbfd^nitt XDZ üon bemfelben Sntjatte 
wie AML hervorbringt. S)iefen §fbfc^nitt XDZ tann man axi:^ 
genähert tüie einen Ä^reiSabfc^nitt anfe^en, bejfen ^feif im SSergleic^ 
mit feiner ©el^ne flein ifl) bie ©e^ne biefe8 Äreiaabfd)nitt6 ijl 

= 2a, ber ^feil = 6' i — / unb mithin nad) (5) fein Sn^att 
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:Durc^ ^bbition 5er inbm gefunbenen SEßert^e erpU man fär 
t)en 3n^a(t be9 Slät^enflfitfO XDMLA 

b. i. 

J =!-(* + 46' +6"). (7) 

©oute ber fBogen i4LJr feine coutjere Seite nid^t, tüie in 5er 
Sigur, naä) eben, fonbem nai) unten wenben, 5. 1^. CL <[ CJST 
fein, fo läßt fi^ leicfjt buxä) entfpret^enbe Sfbänbenmg ber Sigur 
jeigen, baj^ ber 9fu8bnitf für / in (7) beffen ungeachtet berfelbe 
wirb. 

68 feien nun feiger Steile mtXC = CD = a auf ber Sfbfciffen^ 
ßinieXT beliebig l?iele, \zboa) in geraber Sfnjal;! t»or^anben, unb 
bie entfpred^enben Drbinaten feien ber 9leil;e nad^ 

i, b', b", b"\ . . . 6("-2^ 6^"-^>, i^"> 

(man felje §. 266, ?5ig. 183a). 9fl8bann erf^eint bie ganje jiüifi^en 
ben Drbinaten b unb 6^"^ cntljaltene Slä^e wie eine (Summe üon 
Slä^enflütfen, bereu Sn^alte nad| ber ?5ormel (7) ju bered^nen fmb. 
SJlit^in erhält man für bie gauje ^Vdijt ben SfuSbnidf 

j = | (6+ 4i' + 6") + y (6" + W" + b"") + ... 

b. i. 

J = ^ (6 + 46' + 2J" + W" + 26"" + . . . 46^"-^^ + 6(«>). (8) 

3)ie in biefer Sormel ent^ialtene Siegel, wel^e i^on fel;r üieU 
fältigem ©ebrauc^e ifl, wirb na^ i^rem ©rfinber bie ©impfon'fd)e 
Siegel genannt. 

':£)a^ Seifpiel §. 266 Sfnm., na^ biefer Formel berechnet, giebt 

j=280D^33a. 



§. 282. 

ßel^rftt^ beö ^\ppofxatt$. Söenn über ben brei ©elteit 
eines gegebenen re^twinfetigen 55reterf8, als SDuri^meffern, 




Sgalbttti^t confituttt tvtxbtn^ fo ifl Me (Summe btx Reiben 
übet 5en Äat^cten entfle^enben SKonbfiudFe (lunulae) xn^ 
l^atteglet^ 5em gegebenen S)teiedFe. 

$Boraudfe|}ung: 
^ ACB = 9t. 

Solgerung: 
C ADCF + (J ^£CG = A ^^^• 

SetüeiS. Slac^ §. 275 ifl btx Sn^aft 5eö Äreifea, meld^er ^Ä 
jum I)ur^meJTer Ijat, = (| ^P)*jr, 5. i. = {- AB^n. gorglid) t;at 
man für 5ie Slädje beS über ^^ confhruirten |)af6freifc8 

ABECD = I ^Ä«3t. 
Gbenfo erhält man fü; 5ie gfäc^cn 5er über AC mb BC con:= 
fJrüirten beifcen §al6freife 

ACF = 1 AC'it. 
BCG = I BCr-n. 
?flim ijl na^ 5em 8e[;rfafee bea ^t;t6agora8 

^C* 4- BC = AB\ 

fofgfii^ auc^, mnn man biefe ©leic^ung mit \it multiplicirt, 

\ AC% + i ÄC^jt = I AB^%, 

b. i. ^CF 4- BCG = ^ß£CZ>. 
<Subtra^irt man üon biefer ©leit^ung bie beiben Ärciöabfc^nitte 
ACB mb BCE, fo t;at man enbfic^ 

XV. j. b. m. 

Sfnmcrfung 1. liefen @afe Derbantt man bem griec^ifc^en 
SJtat^ematiter §ippofratea ton 6^ioa, melc^cr um 450 üor 6. @. 
lebte (nidjt ju üermei^fcln mit bem berütjmten Sfrjt §ippotrate8 
von Äo8, ber naije ju berfelben 3eit lebte). §ippofratca fanb 
biefen @afe bei feinen 93emü[)ungen, bie Hnabratur bea ^reifea 
fcurt^ Sonfhuction ju löfen, unb gab bamit ba^ erjle 93eifpief, um 
eine burc^ frumme ßinien begrenjte '^läijt in eine gerablinige 
15igur ju üermanbefn. Sfud^ ifl ^ippofratea ber erfle gemefen, 
trelt^er ßfemente ber Oeometrie gefc^rieben I;at, bie inbeffen burt^ 
fpätere SBerfe, befonbera burt^ bie (glemente ber ©uflibea üerbrängt 
ircrben unb fo üerloren gegangen ftnb. 

9Bitt|l(in'9 qp(em.-9lat§fmanr. 1.936. 2.V6t§(8. 14 



Bifl. 193. 



Siiib b(i9 'SiTtitä ABC iiiird; fiii yoaM an bie $t)poteiiiife AB 
gtlegtrö toiiflnientrö Xreierf ju ciiitm JfttrfjtftfE erfliiiiit, unb ü6tr | 
bitffm jltfiteii I>reietfe tiefelbt (SDti(lnicfton ittEbftrjoIt, fo et^It | 
man bitr SJipnbflttdr, bewn ©ummt biefm iREc^terf gteii^ ip. 
9fumErfuiiii 2. SSJrnii niiin beu 3)uT(^m(ffer AB eintS ÄtEiftÖ 
in Eine bdiebiije ^fnjafjt gleidjEr S^ilt 
Kjeilt (j. S. in 5), imb butife jebeii S^tiU 
puntt, j. ■©. £, tine ©^lanflEiiUnie ttgt, 
raeldit nnS bsn bEiben ^afbfreifm AFE 
nnb EGB ^ufamnienaefefet ifi, fo ätrUflEn 
aVt biefE ©i^IangEntinieii bit Sreid^äi^E 
in S^Eile, roEi^E iinter fii^ in^nttSgleid) 
{inb nnb von btntn [tbrx mit bem j^ege: 
■" btncii Äreife nleiditn Umfano ^nt. 

3)Er 95en)Ei8 beengt, äj^jnlid) roie bEt oöla'- '■"'( f"i" ÖCbbifion 
iinb ©uOhrnctipu Don ^dlbfreifen. 

ffiie pon je iiüei bEt botÖEjEti^netEn .©(^langEnltnien begrtnite 
Siflnt mar bti bm otten Stattjemntifern unter, bem *rtamEn 
spftefpib (heXexoeiSiis) btfantit. 




fBrri^tigungrn. 



3n tic« Srifaffcr« «lil^nclit, 4. Auflage 1872, büm man forgcntr 
gr^lrt ju Dtttcfl'rrn-. 

Stilr 53 3'il' 9 ifl Ju (cfen: fottofil + 00 "lä — 00 
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!J)ic 2. ^(bt^eilunö M III. SSanbc^, entl^altenb bie 
analtitifd^e ©eomettie^ mirb bemnad^jl erfolöen. 

- Ffinfistellig^e log^arithmiisch - trig^onome- 

trilSChe Tafeln. 5. Aufl. 3. stereotyp -Abdruck. 
. . 1872. gr. 8. cart. 20 Sgr. 

- Tieristellig^e log^arithmiisch - trig^onome- 

triStche Tafeln. 1860. gr. 8. geh. 5 Sgr. 

- Siebenistellig^e Oauisisiische liOg^arithmen 

zur Auffindung des Logarithmus der Summe oder Differenz 

zweier Zahlen, deren Logarithmen gegeben sind. In neuer 

^ Anordnung. Ein Supplement zu jeder gewöhnlichen Tafel 

siebenstelliger Logarithmen. 1866. 4. cart. IThlr. 24Sgr. 

Auch unter dem Titel: 

liOg^arithmeis de Oaustst h stept d^ci- 
maleis etc. 

- Se^tbud^ bet 9Int^mettf für l^ol^m a3i(bunö^*5lnila(ten. 
2lu^ l^ijlorifcben unb pf9(ä^oIogif(^en ©runblagcn für bie 3n)C(fe 
M Unterrid^td neu enttt)irfett. 1. 51bt^cilung: S)ie Dpera* 
tionen an einfad^en rationalen 3ö^l«n- lö46. 8. gei^. 10©flr» 

- S)a«felbe. 2. Slbtl^eilunö : Die Operationen an jitfammenöefc^ten 
Saluten. 1846. 8. %t^. 15 ©gr. 



littftritt, Clyrobor, Dr. ph. unb $rofeffor. Aurjet 3I6ri# btt 
@(etttetttat s Wtat^ematif ium @e6rau($ . für ben 
Unterri^t unb bei JRepetitionen. 2. Sluffage. 1858. 8. 
0€^. 8 ©flr. 

— ^tei Sßorlefunsen gut @ittleitutts in ^ie ^iffe* 

tcnüaU un^ 3ttteoraIve4>nunfi* ©ci^aden jur (Sr« 
Öffnung ber SBintcrDorlefungcn 1850—1851. 8. gc^. 7|(50r, 

— Dllfi( PrilSmutoid. Eine Erweiterung der elementaren 

Stereometrie. Mit eingedruckten Figuren. 1860. 4, 
geh. 10 Sgr. 

— IVeue Behandlung; de» mathematiisch- 

pfi(ychoIOg;iS(chen ProblemiS von der Bewegung 
einfacher Vorstellungen, welche nach einander in die Seele 
eintreten. Zugleich als Beitrag zu einer schärferen Be- 
gründung der mathematischen Psychologie Herbart's. 
1845. 4. geh. 10 Sgr. 

— MathematilSche Stattotik und deren Anwendung 

auf Nationalökonomie und Yersicherungswissenschaft. 
1867. 4. geh. 28 Sgr. 

— £ur}e Slttleitung }uttt S&erf}ättbni# ^et neuen 

Wta^e un^ @etotcf>te unb S3erglei^ung berfelben mit 
bcn l^annoüerfd^en SWafcn unb ©ewid^ten. ^nm ©ebraut^ 
für €d6ule unb §au^ 2. Olufl. 1870. 8. cart. 2|@flr. 

HdDirr, gonxSf Tlit%lkt ber 5lfabemic 2c. Se^rbucf) • bet SBtffes 
tentiaU nn( ^nte^taltt^nunQ. !IRit3ufä^en t)on 
Siouüitte. 2)cutfdf) ^erau^gcöcbcn unb mit einer ^Ib^anblung 
ber ÜRet^obe ber f(einflen Duabrate begleitet t)om ^Profepr 
Dr. X^eobor SSBittflein. 3n)ei »anbc. 3. Slnfl. 1865. 
8. öe^. 3i S^Ir. 

S)Qju al^ 6u))))Iementbanb : 

— Sel^tbud^ ^et |^ö|^eten SOlec^anif * S)eutf(^ bearbeitet 

öon 8ubtt)iö SD'ieier. ÜRit einer Sorrebe t)om ^Profcffor 
Dr. S^eobor SSBittflein. 1858. 8. ö«^. 2 I^Cr. 






-. -v 



5^- • 



4^ '% 



